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INTRODUZIONE

La geometria ... ¢ evidentemente una scienza naturale:
possiamo infatti considerarla come la piu antica parte della fisica.
A. Einstein

Queste note sono state sviluppate a partire dalle Note di Geometria ed Algebra, di
G. De Cecco ed R. Vitolo, a seguito di una revisione del programma di Geometria ed
Algebra per i corsi di laurea in Ingegneria dell’Universita del Salento dove gli autori sono
titolari della materia.

Le dispense costituiscono una guida alla preparazione dell’esame di ‘Geometria ed
Algebra’. Per ulteriori approfondimenti suggeriamo di consultare i testi consigliati.

Gli argomenti proposti nel corso saranno ampiamente applicati durante i corsi di tipo
ingegneristico degli anni successivi. Per questo motivo ¢ bene conseguire una buona pre-
parazione in questa materia, come nelle altre materie di base: cio consentira di affrontare
agevolmente i problemi e le tecniche trattate nei corsi applicativi.

Ringraziamenti. Ringraziamo tutti gli Studenti che hanno contribuito o contribui-
ranno a migliorare questo testo correggendone molti errori e sviste.

Queste note sono state scritte in I¥TEX2e con 'estensione amsmath della American
Mathematical Society

Rocco Chirivi
Raffaele Vitolo



CAPITOLO 1

STRUTTURE ALGEBRICHE

Le strutture algebriche svolgono nella matematica un ruolo importante, mettendo in
evidenza la struttura comune a rami diversi. Le analogie non sono accidentali, ma fanno
parte dell’essenza della matematica, che ¢ un’attivita umana, non un programma per
computer. Si puo anche dire che la matematica e lo studio delle analogie tra le analogie.
Da qui 'uso di strutture algebriche per il funzionamento di dispositivi ‘analogici’.

Nel seguito, gli elementi di teoria degli insiemi si riterranno gia acquisiti in corsi
precedenti.

1.1 Legge di composizione

Definizione 1.1. Sia A un insieme. Una legge di composizione in A e un’applicazione
definita in A X A e a valori in A

fiAXA—= A

Una legge di composizione fa corrispondere ad ogni coppia ordinata (a, b) di elementi
di A un elemento ¢ = f(a,b), che spesso per semplicita di scrittura scriveremo anche
c=axb.

Esempi ed esercizi.

e Le usuali addizione, sottrazione, moltiplicazione sono leggi di composizione in Z.
e La sottrazione non ¢ legge di composizione in N.

e La divisione ¢ una legge di composizione in Z7

La proprieta associativa per I’addizione e quella per la moltiplicazione in R si scrivono
a+(b+c)=(a+b+c a-(b-¢c)=(a-b)-c,
che possono essere riassunte da
ax(bxc) = (axb)*c,

dove x & + 0 .



1.2. Gruppo

Esempi ed esercizi.

e La sottrazione non ¢ una legge di composizione associativa poiché
a—(b—c)# (a—b)—ec.
e Se axb=a’ 'operazione * ¢ associativa?
e Considerata in R la seguente legge di composizione interna
axb=(a+b)/2,
vedere se * ¢ associativa e calcolare a™ = a*...*a (n volte).
Come & noto Va € R
a+0=04+a=a a-1=1-a=a,
quindi sinteticamente possiamo scrivere che
Ya axu=a,

dove u = 0 se * ¢ I’addizione, u = 1 se * e la moltiplicazione.

1.2 Gruppo

Un gruppo (G, *) € un insieme G con una legge di composizione * in G tale che

1. Per ogni terna di elementi a,b,c € G si ha

ax(bxc) = (axb)*c, proprieta associativa.

2. Esiste un elemento u € G tale che Va € G si ha

axu=u*xa=a, esistenza dell’elemento neutro.

3. Ogni elemento a € G possiede un elemento a’ € G tale che

axa =a*a=u, esistenza dell’elemento simmetrico.

Si dimostra che u ed a’ sono unici.

Se oltre agli assiomi (1), (2), (3) vale I’assioma

4. Ya,be G
axb="bxa, proprieta commutativa,

allora il gruppo si dice commutativo o abeliand

!dal nome del matematico norvegese Niels Abel (1802-1829)
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Si dice che (G, %) € un sottogruppo di (G, x) se G' C G & un gruppo rispetto alla stessa
operazione in G.

Esempi ed esercizi.
e (Z,+), (Q,+) sono gruppi e (Z,+) ¢ un sottogruppo di (Q, +);

e (Z.-), (Q,-) non sono gruppi:

e (Q%, ), dove Q* = Q ~ {0}, & un gruppo.
e Sia G = {1,—1,i,—i} C C. Provare che (G,-) & un gruppo, dove - & l'usuale
moltiplicazione tra i numeri complessi.
e (R% +) ¢ un gruppo, dove
(a1, az) + (by,be) = (ay + by, az + by) .
Si osservi che al primo membro + & definita in R?, mentre al secondo membro in R.
e L’insieme dei movimenti del piano (o dello spazio) forma un gruppo rispetto alla
composizione delle applicazioni.
1.3 Anello

Assiomatizzando le proprieta dell’insieme numerico Z si giunge alla definizione astratta
di anello.

Un anello (A, +,-) € un insieme (non vuoto) A di elementi con due leggi di composi-
zione interna indicate con + e - tali che

1. (A,+) ¢ un gruppo abeliano;
2. la legge - ¢ associativa;

3. per ogni a, b, c € A valgono le uguaglianze a-(b+c) = a-b+a-c, (b+c)-a =b-a+c-a
(proprieta distributiva).

L’anello A e detto commutativo se - € commutativa, ¢ detto unitario se - possiede un
elemento neutro.
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Esempi.

e (Z,+,-) ¢ un anello.

e Un polinomio p(z) a coefficienti in C & un’espressione del tipo
p(z) = apz™ + - + a1z + ao, a; € C, mneN.

Se a,, # 0, si dice che p(x) ha grado n. In particolare, un polinomio di grado 0 &
una costante non nulla; il grado del polinomio nullo (che ha tutti i coefficienti nulli)
non ¢ definito, oppure, per convenzione, si pone uguale a —oc.

Indichiamo con C[z]| Iinsieme di tutti i polinomi a coefficienti in C. Se p(z) =
doipairt e g(x) = 31" bja? sono due elementi di Clz], poniamo, per m > n,

p(z) +q(z) = Z(ah + bp)z",

=0

p(x)-qlx) =Y (D aby)a".

h=0 i+j=h
Si vede facilmente che (C[z],+, ) € un anello.

Osservazione 1.1. Si dice che v = a € una soluzione di molteplicita algebrica k
dell’equazione algebrica p(x) = 0 se il polinomio p(x) ¢ divisibile per (x — a)* ma non ¢
divisibile per (x — a)¥*L, cioé k ¢ il massimo esponente per cui

k

p(r) = (z — ) q(),

quindi q(a) # 0.

1.4 Campo

Un campo (K, +,-) ¢ un insieme K (non vuoto) con due leggi di composizione interna
indicate con + e - tali che

1. (K, +) ¢ un gruppo abeliano (il cui elemento neutro indichiamo con 0).
2. (K*,-) ¢ un gruppo abeliano (dove K* = K~ {0}).

3. Va,b,c € K vale la proprieta distributiva di - rispetto a +:

a-(b+c)=a-b+a-c, (b+c¢)-a=b-a+c-a.

Dunque (K, +,-) & anche un anello commutativo.
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Esempi ed esercizi.

e Sono campi Q, R, C. Il campo Q e quello caratteristico dell’Informatica, poiché i
numeri reali che si considerano hanno sempre un numero finito di cifre.

e C ¢ molto importante, essendo algebricamente chiuso, cioe¢ ogni polinomio (non
costante) a coefficienti in C ammette una radice in C (e di conseguenza tutte le
sue radici appartengono a C). E questo il contenuto del Teorema Fondamentale
dell’Algebra (dovuto a Gauss)

e Se K e un campo, l'insieme dei polinomi a coefficienti in K e un anello, indicato con
K[z], se denotiamo con x 'indeterminata.



CAPITOLO 2

SPAZI VETTORIALI

L’Algebra Lineare ha caratteristiche piu astratte rispetto alla Geometria Analitica.
Essa, nata alla fine del 1700 per lo studio dei sistemi di equazioni lineari, ¢ poi diven-
tata una branca autonoma della Matematica, che trova numerose applicazioni anche in
Ingegneria.

2.1 Spazi vettoriali

Questa sezione ¢ dedicata alla definizione di spazio vettoriale.

Definizione 2.1. Si definisce spazio vettoriale sul campo K una terna (V,+,-), dove
V # @ ¢ un insieme e

+: VXV =V < KxV =V,

sono due applicazioni che soddisfano le sequenti proprieta.

1. La coppia (V,4) & un gruppo abeliano, ossia per ogni v,w,z € V
(a) (V+w)+z=v+ (w+2)
(b) 30 tale che v+0=v
(¢) 3(—v) tale che v+ (—v) =0
(d) v4+w=w+wv

2. Mpw) = (Ap)v per ogniv € V, A\, u € K.

3. A+ p)v = v+ pv per ogniv € V, A\, u € K.

4. Mv+w) =X v+ Aw per ogni v,w € V, A € K.

5. lv=wv per ogniv e V.

Gli elementi di V' sono detti vettor: e quelli di K scalari. In cio che segue si useranno
lettere latine v, w, z, ...per i vettori e lettere greche A\, u, v, ... per gli scalari.

Con abuso di notazione si scrivera V' al posto di (V, +, ). L’elemento 0y d:efO, elemento
neutro di (V,+), si chiama vettore nullo e si vede facilmente che Ov = 0 per ogni v € V.

11
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Esempi ed esercizi.

e L’insieme K" d:ef{(xl, ooy Xy) | € Kii=1,...,n} ¢ uno spazio vettoriale rispetto
alle operazioni di seguito definite. Siano (z1,...,%,), (y1,...,y.) € K", XA € K.
Allora si pone

d

[}
h

(xla"'axn)+(y17"'7yn) (xl_'_yl?"'axn_'_yn)a
A (xy, .0 xy) d:'Sf(/\xl, Ce ATy
Si noti che le operazioni al primo membro sono definite tramite le operazioni com-

ponente per componente al secondo membro, e che queste ultime sono le operazioni
di K.

Si verifica facilmente che le operazioni sopra definite assegnano una struttura di
spazio vettoriale su K"

e Esempi notevoli nella classe dell’esempio precedente sono R™ e C", ed in particolare
R(=R'), R? R3.

e Sia K un campo. Si chiama matrice ad m righe ed n colonne a coefficienti in K una
tabella del tipo seguente:

a1; a2 Q1n
A — 21 Q22 A2p
Am1 Am2 Amn

dove gli elementi appartengono a K.
L’insieme
K™" = {A | A matrice di tipo m,n a coeff. in K}
delle matrici di tipo m,n a coefficienti in K e uno spazio vettoriale rispetto alle

seguenti operazioni. Se A € K e A € K™", la matrice AA, moltiplicazione di A per
lo scalare X\, € la matrice

AN = ()\aij) \V/’l,j

Date A, B € K™", la matrice somma C = A+ B ¢ per definizione C' = (¢;;) € K™"
con
Cij = aij + bij .

La matrice O avente tutti gli elementi 0 ¢ la matrice nulla, e soddisfa
A+0=A VA,

e I'opposta di A ¢ la matrice A" = —A, dove aj; = —ay; Vi,j. Quindi (K™", +)
¢ un gruppo abeliano, e si puo facilmente dimostrare che (K™" +,-) ¢ uno spazio
vettoriale.
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e L’insieme K[t] dei polinomi a coefficienti in K ¢ uno spazio vettoriale rispetto alle
operazioni di somma di polinomi e moltiplicazione di un polinomio per uno scalare.

e Si consideri lo spazio euclideo S3, ovvero I'insieme di ‘punti’ dotato degli assiomi del-
la geometria euclidea dello spazio tradizionale (estensione della geometria euclidea
del piano tradizionale). In S5 & possibile definire il concetto di ‘segmento orientato’
AB, di primo estremo A € S3 e secondo estremo B € S3. Due segmenti orientati
sono equivalenti se giacciono su rette parallele (hanno la stessa direzione), se hanno
la stessa lunghezza (hanno lo stesso modulo) ed hanno la stessa orientazione. Dato
un segmento orientato, l'insieme di tutti i segmenti orientati ad esso equivalenti
costituisce un vettore

v=AB = {PQ | PQ equivalente a AB}.

L’insieme dei vettori dello spazio euclideo tradizionale si indica con V3.

Si puo definire un’operazione di somma tra vettori usando la regola del parallelo-
gramma ed un’operazione di moltiplicazione per scalari in R. Si verifica che que-
ste operazioni soddisfano le proprieta richieste a fare dell’insieme V3 uno spazio
vettoriale.

2.2 Sottospazi vettoriali

Definizione 2.2. Sia (V,+,-) uno spazio vettoriale. Un sottoinsieme W C V' si dice
sottospazio vettoriale di V' se (W, +,+) € uno spazio vettoriale rispetto alle operazioni di
V' ristrette a W.

Si prova facilmente che

Proposizione 2.1. Sia (V,+,+) uno spazio vettoriale, e W C V. Allora si equivalgo-
no

1. W sottospazio vettoriale di V;
2. per ogni u,v €W edeK sthau+veW elueW.

Ne segue che tutti i sottospazi di V' contengono il vettore nullo 0 € V. Ma questa
condizione non e sufficiente per concludere che un insieme e un sottospazio vettoriale! Si
consideri, come controesempio, il seguente insieme: P = {(z,y) € R? | y = 2?}.

Esempi ed esercizi.

e Sia Wd:ef{x € R" | z; = 0}. Dimostriamo che W ¢ un sottospazio vettoriale di R™.
Siano z,y € W e A € R. Allora

x+y:($1+y1,...7xn+yn), )\x:(Axla"'7)\$n)7
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con
$1+y120—|—0:0, )\.1'1:)\0:0

quindi W e un sottospazio vettoriale di R"™.

e Sia R,[t] C RJ[t] il sottoinsieme dei polinomi di grado < n. Allora R,[t] ¢ un
sottospazio di R[t]. Infatti la somma di due polinomi di grado minore o uguale ad
n ha ancora grado minore uguale ad n, ed altrettanto per la moltiplicazione di un
polinomio per uno scalare.

e SiaR,[t] C R[t] il sottoinsieme dei polinomi di grado uguale ad n. Allora R,,[t] non ¢
un sottospazio vettoriale di R[¢]. Infatti, puo succedere che sommando due polinomi
di grado uguale ad n si ottenga un polinomio di grado minore di n. Del resto, R, []
non contiene il polinomio nullo, quindi non puo essere uno spazio vettoriale rispetto
alle operazioni indotte da R[t] per restrizione.

e Sia Z; d:ef{x € R?| z; + 2o = 1}. Dimostrare che Z; non ¢ un sottospazio vettoriale

di R?.

e Sia Z d:ef{q: € R? | 22 4+ 22 = 1}. Dimostrare che Z, non ¢ un sottospazio vettoriale
di R?.
e Sia Ud:ef{x € R? | 22 + 23 = 0}; U ¢ un sottospazio vettoriale di R?*? Si osservi che

i sottospazi vettoriali di R® sono solo i seguenti: 1'origine, le rette per l'origine ed i
piani per l’origine.

Sia V' uno spazio vettoriale, e siano S, T' due suoi sottospazi. Si dimostra facilmente
che SNT e un sottospazio vettoriale di V', mentre, in generale, SUT non ¢ un sottospazio
vettoriale di V. Posto

S+Td:ef{a:+y|m65,y€T}DSUT,

¢ immediato verificare che S + T e un sottospazio vettoriale di V', detto somma di S e di
T. Inoltre:

Proposizione 2.2. Siano S, T sottospazi di uno spazio vettoriale V. Allora:
S+ T é il piu piccolo sottospazio di V' contenente S UT;
SNT el piu grande sottospazio di V contenuto in S e T.

DIMOSTRAZIONE. Sia W un sottospazio di V' contenente S U T. Allora W contiene
gli elementi del tipo s + ¢, dove s € S et € T, dunque S+ 71T € W. L’altra affermazione
si dimostra in modo analogo. QED

Posto W&'$ + T, se in W la decomposizione di ogni vettore come somma di due
elementi in S e T' & univocamente determinata, allora W si dice somma diretta e si scrive
W=8aT. SeV=W=5®T, allora i due spazi S e T si dicono supplementari.
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Proposizione 2.3. Sia V uno spazio vettoriale, e siano S, T due suoi sottospazi.
Allora, posto W s + T, si equivalgono

L W=S&T;
2. W=S8+TeSNT = {0}.

DIMOSTRAZIONE. Sia W = S @ T. Allora se w € W esiste un’unica coppia (§,f> €
S x T tale che w = §+t. In particolare, se w € SNT allora si puo scrivere w nei seguenti
modi: w = w + 0 = 0 + w; ma queste scritture devono coincidere per ipotesi, dunque
w = 0.
Viceversa, siano W =S+ T e SNT = {0}, e supponiamo che w € W si scriva come
w = s+t = s +1t'. Sottraendo membro a membro si ottiene s —s' =t' —t € SNT = {0},
dunque s =s" et =1t.
Il concetto di somma e di somma diretta si estende a piu sottospazi:
def .
Sl—l—--~+5h:e{v1—|—~--—|—vh]viESi,z:l,...,h}
Sl@---@Shd:ef{v:vl—l—---—l—vh | v; € S;,i=1,...,h,in modo unico}

Si osservi che

ma non vale il viceversa. Si considerino, per un controesempio, tre rette distinte in V,
passanti per l'origine. Al contrario, scegliendo in V3 tre rette r, s, t per 'origine non
complanari si ha Vg3 =r® s @ t.

Nota. Se z( ¢ un fissato vettore di V' ed S un suo sottospazio vettoriale, poniamo
def -
o+ S={r=x0+s|5€5}.

Si osservi che, per xg # 0, o+ S non € un sottospazio vettoriale di V' se xg & S; se xg € S
allora g + S = 5.

2.3 Dipendenza ed indipendenza lineare

Definizione 2.3. Sia V uno spazio vettoriale su K e X C V' un sottoinsieme non
vuoto. Si dice combinazione lineare di vettori di X un’espressione del tipo

U:)\1U1+"'+)\nvn :ZAZ"UZ')
=1

dove Ay, ..., N\, € K sono i coefficienti della combinazione lineare e vy,...,v, € X sono
vettori in X.
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Si noti che una combinazione lineare ¢ una somma di un numero finito di vettori di
X, anche se X ¢ infinito. Una somma infinita presenta problemi di convergenza, studiati
in Analisi Matematica.

Definizione 2.4. Nelle ipotesi precedenti, linsieme X si dice

1. indipendente se il vettore 0 é combinazione lineare di X in modo unico, e quindi
con coefficienti tutti nulli, ossia se per ogni sottoinsieme finito {vy,...,v,} C X
vale

Mg+ o+ o, =0 = )\J:O 7=1,...,n;

2. dipendente se non e indipendente.

E immediato verificare che un insieme e dipendente se almeno uno dei vettori dell’in-
sieme ¢ combinazione lineare dei restanti.
Valgono alcune proprieta dalla dimostrazione immediata:

1. se 0 € X, X e dipendente;
2. se X e indipendente, allora ogni sottoinsieme non vuoto X’ C X & indipendente;

3. se un sottoinsieme non vuoto X’ C X & dipendente allora X e dipendente.

2.4 Basi e dimensione
Proposizione 2.4. Sia X C V un sottoinsieme non vuoto. Allora l’insieme
L(X) d:ef{x eV |x e comb. lin. di elementi di X}.

e un sottospazio vettoriale di V', ed é il piu piccolo sottospazio vettoriale di V' che contiene
X.

DIMOSTRAZIONE. Infatti, dati v, w € L(X) si avra
v=Mur o+ AU, W= wr A Wy

dove A, ..., A, i1y - fin € Kevy, ... v, we, ..., w, € V. Quindi la somma v 4+ w € un
elemento di £(X) in quanto combinazione lineare di elementi di £(X):

Ut w = Ao+ AUy e W

Analogamente per il prodotto per scalari.
Infine, ogni sottospazio W di V' tale che X € W e tale che una combinazione lineare
v di elementi di X sia in W in quanto v ¢ anche una combinazione lineare di elementi di

W. Dunque L(X) C W. QED
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Definizione 2.5. Nelle ipotesi precedenti, si dice sottospazio vettoriale generato da
X Uinsieme L(X).

E facile dimostrare che, se S, T sono sottospazi di V, allora
S+T=L(SUT).

Definizione 2.6. Sia V' uno spazio vettoriale, G € V un sottoinsieme non vuoto.
Allora si dice che G € un insieme di generatori per V se L(G) =V . Se G ¢é un insieme
finito, V' si dice finitamente generato.

Definizione 2.7. Sia V uno spazio vettoriale. Un sottoinsieme B C V si dice base
di'V se B ¢ un insieme di generatori indipendenti.

Esempi ed esercizi.

e Ogni spazio vettoriale V' ¢ generato da se stesso: L(V) = V.

e [’insieme K" ¢ finitamente generato dall’insieme
C={e1¥(1,0,...,0),...,e.20,...,0,1)}.

Si puo facilmente dimostrare che C e un insieme di vettori indipendenti, dunque e
una base.

e L’insieme K™" & finitamente generato dalle matrici C = {E;;}, dove
Ei; = (enr), e =1 seesolose h=i,k=j, ey =0 altrimenti.

Si puo facilmente dimostrare che C € un insieme di vettori indipendenti, dunque e
una base.

e L’insieme R[t] ¢ (non finitamente!) generato dai polinomi C = {1,¢,* ¢*,...}. Tali
polinomi sono indipendenti per costruzione (principio di indentita dei polinomi),
qundi C & una base.

e Lo spazio dei vettori euclidei V3 ¢ generato da tre vettori ortogonali di lunghezza
1, indicati con {7, 7,k}. I vettori sono indipendenti perché non sono complanari,
dunque costituiscono una base.

L’importanza di poter scegliere una base in uno spazio vettoriale ¢ data dalla seguente
proposizione.

Proposizione 2.5. Sia V uno spazio vettoriale, e sia B C V' una base. Allora ogni
vettore v € V' si rappresenta in modo unico come combinazione lineare di vettori di B.
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DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che B sia una base finita, e poniamo B = {vy,...,v,}.
B ¢ un insieme di generatori, dunque v si esprime come combinazione lineare di wv.
Supponiamo che questo avvenga in due modi:

U:)\1U1+"'+>\nvn7 U:N1U1+"'+ann'
Sottraendo membro a membro si ha
0= ()\1 - ,Uq)Ul + -+ ()‘n - ,un)vn

Dall'indipendenza di B segue A\ — p1 =0, ..., A\, — pt,, = 0.
Il caso in cui B e infinita si tratta in modo simile; la dimostrazione e lasciata al
lettore. QED

Se B = {vy,...,v,}, allora per v € V
U:A1U1+"'+Anvn7

con (Aq,...,\,) n-pla univocamente individuata. Gli scalari A1, ..., A, sono chiamati
coordinate di x rispetto alla base B. La precedente corrispondenza definisce una funzione
biunivoca

cg: VoK' v (A, ),

che dipende dalla scelta di una base B.

L’obiettivo principale di questo paragrafo ¢ dimostrare che ogni spazio vettoriale fini-
tamente generato ammette una base, e che il numero degli elementi di due basi distinte
di uno stesso spazio vettoriale e lo stesso. Tale numero e una caratteristica fondamentale
di ogni spazio vettoriale finitamente generato.

Lemma 2.1. Sia V' uno spazio vettoriale. Sia {vq,...,v,} CV tale che vy # 0, vy
non €& combinazione lineare di {v1}, vs non e combinazione lineare di {vy,vs}, ..., v,
non € combinazione lineare di {vy,...,v,_1}. Allora {vq,...,v,} €& indipendente.

DIMOSTRAZIONE. Infatti, \jv; + --- 4+ A\,v, = 0 implica A, = 0 poiché v, non e
combinazione lineare dei rimanenti vettori, ed iterando il ragionamento, A,y = 0, ...,
A1 =0. QED

Proposizione 2.6 (Metodo degli scarti successivi). Sia V' uno spazio vettoriale e
W # {0} un suo sottospazio finitamente generato: W = L(vq,...,v,). Allora esiste un
sottoinsieme B = {v;,, ..., v;,} C{v1,...,v,} tale che

1. B ¢ un insieme di vettori indipendenti;

2. W é generato da B.
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DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione e costruttiva. Al primo passo, si ponga v;, = vp,

dove v, ¢ il primo vettore non nullo tra i vettori vy, . .., v, (necessariamente esiste, poiché
W #{0}).

Al secondo passo, si ponga v;,, = v,, dove v,, € il primo vettore tra v, 41,...,v, che
non e combinazione lineare di v;, .

Al passo k, si prenda v;, come il primo vettore tra v,,_,11,...,v, che non ¢ combina-
zione lineare di v;,,...,v;,_,.

L’algoritmo termina poiché I'insieme di partenza e finito. Inoltre, I'algoritmo produce
un insieme di vettori indipendenti per il lemma 211

Infine, ’algoritmo produce un insieme di generatori; infatti, se v € W, v = A\jv; +
-+ AUy, per ogni vettore vy € {v;,, ..., v, } risulta v = A vy, +- -+ Ay vy, Per questo
motivo si puo sostituire ogni vettore del tipo di vy nell’espressione di v ottenendo cosi una
combinazione lineare dei soli vettori in B. Si € dunque dimostrato che ogni combinazione
lineare dei vettori vy,...,v, si puo esprimere come una combinazione lineare dei soli
vettori di B. QED

Dalla precedente proposizione deriva immediatamente 1’esistenza di basi per ogni
spazio vettoriale finitamente generato.

Corollario 2.1. Sia V' uno spazio vettoriale finitamente generato dall’insieme G.
Allora V' ammette una base B C G.

Vale anche un risultato che va in direzione opposta al precedente.

Proposizione 2.7 (Completamento ad una base). Sia V' uno spazio vettoriale fini-

tamente generato. Sia I C 'V un insieme finito di vettori indipendenti. Allora esiste una
base B di V' tale che I C B.

DIMOSTRAZIONE. Si consideri un insieme finito G di generatori per V. Se I =

{vi,...,v,} e G = {wy,...,w,} si applichi il metodo degli scarti successivi all'insieme
TUG = {vy,...,u,wr,...,w,}. Si ottiene una base B di V' che contiene i vettori di
I perché vy # 0, v non dipendente da vy, ecc. in quanto I € un insieme di vettori
indipendenti. QED

Si puo dimostrare che

Teorema 2.1. Sia X = {vy,...,v,} e {wy,...,wy} C L(X). Allora, se m > n, i
vettori {wy, ..., wy} sono dipendenti.

DIMOSTRAZIONE. Si applica il metodo dell’induzione su n. Per n = 1 i vettori
{wy, ..., wy} sono proporzionali a vy, quindi sono anche proporzionali tra loro, dunque
sono dipendenti.

Assumiamo la tesi vera per n — 1. Si ponga

wj:OéljU1+"'+Oénj7}n, jzl,,m
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Se wy = 0 la tesi e vera per n. Se wy # 0 si puo supporre a,,; 7 0. Si puo eliminare v,
dai vettori wsy, ..., wy:

a a
wy — 2wy, . W — — € L({v1, - Vn1}).
Qn1 Qi

Applicando l'ipotesi induttiva, i vettori wy — g—"fwl, ey Wy — C;”’T wy sono dipendenti.
Esistono dunque scalari \o, ..., A, non tutti nulli tali che
o Q
Ao (wy — _n2w1) + - A (W — —wy) = 0.

nl (07951

Ponendo Ay = —(A2522 + - + A, 222 si ottiene la combinazione lineare
)\111}1 + )\ng + -+ )\mwm = 0,

con scalari Ay, A9, ..., A, non tutti nulli. Quindi la tesi e vera per n. QED

Corollario 2.2. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato. Allora tutte le sue
basi hanno la stessa cardinalita finita.

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo innanzitutto che la cardinalita di una base B e finita.
Preso, infatti, un insieme di generatori GG contenente m vettori, un qualunque sottoinsieme
di m+k vettori in B sarebbe indipendente, contraddicendo il precedente teorema. Dunque
B ha cardinalita finita.

Ora, se B e B’ sono due basi di V di n ed n’ elementi, rispettivamente, allora il teorema

2.1 implica

B ccLB) = n<n,
BcLB) = n<n,

quindi n =n' = dim V. QED

Si puo dimostrare che tutti gli spazi vettoriali, anche non finitamente generati, hanno
basi della stessa cardinalita; per far questo € necessario introdurre il concetto di cardinalita
di un insieme infinito, che non verra trattato in questo corso.

Definizione 2.8. Se V' ¢é uno spazio vettoriale su K, si definisce dimensione di V,
indicata con dimg V' o dim V', la cardinalita di una sua base.

Si pone dim{0} = 0.
In particolare, uno spazio vettoriale ha

e dimensione finita se una sua base ha cardinalita finita;
e dimensione infinita se una sua base ha cardinalita infinita.

Proposizione 2.8. Se dimV = n (ossia, se la cardinalita di una base di V' é n),
allora
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e n ¢ il massimo numero di vettor: linearmente indipendenti in V' ;
e n ¢ il minimo numero di generatori di V.

DIMOSTRAZIONE. 1. Se ci fosse un insieme di vettori indipendenti con m > n
vettori, allora questo potrebbe essere completato ad una base, ma questa avrebbe
un numero di vettori maggiore di n.

2. Se ci fosse un insieme di generatori con m < n vettori allora il metodo degli scarti
successivi fornirebbe su di esso una base, ma questa avrebbe un numero di vettori
minore di n.

QED

Dalla precedente proposizione segue che ogni sottospazio di uno spazio vettoriale di
dimensione finita ¢ di dimensione finita. Viceversa, uno spazio vettoriale di dimensione
infinita puo avere sottospazi di dimensione finita o infinita.

Esempi ed esercizi.

e Si ha dim K" = n. Infatti, se 0 € '’elemento neutro di K rispetto all’addizione e 1 e
I’elemento neutro di K rispetto alla moltiplicazione, la base standard e

1 2(1,0,...,0),....e. 2(0,...,0,1).

Si osservi che K° {0}

e Se V' & uno spazio vettoriale di dimensione n, allora ogni suo sottospazio S C V

tale che dim S = n coincide con V. Infatti, una qualunque base di S & anche una
base di V.

e Si ha dimc C = 1, una base e costituita da un qualunque suo elemento non nullo
(ad esempio ¢, d:efl).

Invece, dimg C = 2, poiché per definizione C = R? e la somma ed il prodotto per

scalari su C come spazio vettoriale su R sono quelle di R?2. Una base puod essere

costituita da e; 21 e el &}, Ricordando I'identificazione 1 (1,0), i — (0,1) si
ottiene per ogni z € C

z = (a,b) — aey + bej

in modo unico.

e Analogamente dim¢ C" = n, dimg C" = 2n. Se B = {ejy,...,e,} & una base di
N . def .
C" su C, allora B’ = {e1,...,e,,€],...,€:} ¢ una base di C" su R, con e} = iey,
h=1,...,n.

e Si ha dimg K™" = m - n. Una base ¢ data dall’insieme Cd:ef{Eij |1 <i<m,1<
j < n} dove E;; ¢ la matrice che ha 1 al posto (ij) e 0 altrove.
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e Siha dimR,[t] = n + 1, una base & {t" }o<n<n.

e Siha dimR[t] = +00. Piu precisamente, una base di R[t] ha la cardinalita di N, ad
esempio {t" | h € N}. Si noti che R[] ammette sia i sottospazi di dimensione finita
R, [t], sia sottospazi di dimensione infinita.

e Si provi che il sottoinsieme R[t2]% £({t*},en) & un sottospazio di dimensione

infinita di R[t].
2.5 Relazione di Grassmann

Teorema 2.2. Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finita, e siano S, T due
suoi sottospazi. Allora

dim(S+7T)+dim(SNT) =dim S + dim 7.

La formula precedente prende il nome di relazione di Grassmann.

DIMOSTRAZIONE. Sia {uj,...,u} una base di SN 7. Essa si pud completare ad
una base {uy,...,up,v1,...,v,} di S e ad una base {uy,...,up, wy,...,w,} di T. Se si
dimostra che

Bd:ef{ul,...,uh,vl,...,vp,wl,...,wq}

¢ una base di S + T, la relazione di Grassmann sara provata (con un semplice calcolo
delle dimensioni).

Si dimostra facilmente che B ¢ un insieme di generatori per S + 7.

Dimostriamo ora 'indipendenza di B, ossia che se

aruy + -+ apup + vy + - -+ byv, + cwy + -+ cqwy =0 (2.5.1)
allora a; = b; = ¢, = 0. Scrivendo I’equazione precedente come
ajuy + -+ apup vy + - Fbpu, = —cqwy — - — cuwy
si vede che wd:ef—clwl — - —cqwy € T'NS, quindi
w = AUy + -+ Apup,
per opportuni A;. Segue
Aug + -+ Aup + g + -+ cqwg = 0,

che implica A\; = ¢; = 0 poiché {uy,...,up,ws,..., w,} ¢ una base. Quindi la (2.5.1))
diventa
aruy + -+ apup + vy + -+ byu, =0,

che implica a; = b; = 0, da cui la tesi. QED
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Nel caso di somma diretta, poiché S NT = {0}, la relazione di Grassmann da
dim(S® T) = dim S + dim 7.

Viceversa, se dim(S +7) = dim S + dim 7" segue dim(SN7T) =0 quindi S+T =S T.

Esercizio. Sia U il sottospazio di R* generato da
w = (1,1,1,1), uy=(1,-1,1,-1), w3 =(1,3,1,3),
e W il sottospazio generato da
w; = (1,2,0,2), wy=(1,2,1,2), ws=(3,1,3,1).

Trovare dim(U N W), dim(U + W) e descrivere U NW e U + W.



CAPITOLO 3

LE MATRICI

3.1 Definizioni

Sia K un campo. Si chiama matrice ad m righe ed n colonne a coefficienti in K una
tabella del tipo seguente:

a1 a12 Ce A1y
A — 21 A22 A2n
Am1  Am2 Amn

dove gli elementi appartengono a K.
L’elemento generico di A ¢ a;j, cioe I’elemento che si trova sull’i-esima riga e j-esima
colonna. In breve si scrive

A = (a;)) i=1,2,....m; j=12,...,n.

Se m # n la matrice si dice rettangolare, se m = n si chiama quadrata, ed n & detto ordine
di A. Se m = 1 la matrice si dice vettore riga, se n = 1 la matrice si chiama anche vettore
colonna.

Indichiamo con K" I'insieme di tutte le matrici ad m righe ed n colonne a coefficienti
in K. Se A = (a;;) e B = (b;;) € K™", allora

A=B & aij:bij VZ,j

Una sottomatrice B € KP? di una matrice A = (a;;) € K™ & una matrice i cui elementi
appartengono a p righe e a ¢ colonne prefissate di A.
Un minore e una sottomatrice quadrata.

Esempio.



3.2. Operazioni su vettori e matrici 25

Si chiama trasposta di A € K™" la matrice AT o 'A € K™™ ottenuta da A scambiando
ordinatamente le righe con le colonne:

A= (CLZ'j) = ‘A = (Clji> .

Esempio.

Casi particolari di matrici quadrate sono

A simmetrica se a;; = aj;

A antisimmetrica se a;; = —ay;

A triangolare superiore se a;; =0,1>7

A triangolare inferiore sea;; =0,1<]

A diagonale sea; =0,1#]

A unita, o identica se a;; = 0;;, dove 0;; = 0sei # jed; = 1.

La matrice identita sara indicata con I € K™", ed i suoi coefficienti sono collettiva-
mente indicati con (J;;); d;; € detto anche simbolo di Kronecker.

Una matrice di permutazione P € una matrice che si ottiene dalla matrice identita con
scambi di righe e colonne.

3.2 Operazioni su vettori e matrici
SedeKeAe K™ lamatrice AA, moltiplicazione di A per lo scalare A, & la matrice
AN = ()\aij) \V/’l,j

Due matrici A e B sono sommabili se entrambe appartengono a K™". La matrice
somma C = A+ B & per definizione C' = (¢;;) € K™" con

Cij = aij -+ bij .
La matrice O avente tutti gli elementi 0 e la matrice nulla, e soddisfa
A+0=A VA,

e I'opposta di A ¢ la matrice A" = —A, dove aj; = —a;; Vi,j. Quindi (K™", +) ¢ un
gruppo abeliano.
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Esercizi.
e Dimostrare che (A + B) ='"A+'B e {)\A) = \A.

e Se A € K™" provare che

~ 1

A= §(A +*A) ¢ simmetrica;

- 1

A= E(A —'A) ¢ antisimmetrica;
A=A+ A

La matrice A & moltiplicabile (righe per colonne) per la matrice B se A € K™" e
B € K™". La matrice prodotto di A e B ¢ la matrice C = AB € K™", con C' = (¢;;) dove

n
Cik = i1big + apbop + - - 4+ Ainbpg, = E a;jbj
=1

e il prodotto della riga i-esima di A per la colonna k-esima di B.
Si noti che in generale non ha senso anche la moltiplicazione BA.
La moltiplicazione tra matrici soddisfa alle regole

A(BC) = (AB)C, per ogni A € K™" B e K" C € KP4
(A+ B)C = AC + BC, perogni A B e K™" C e K"
AB+C)=AB+ AC, per ogni A€ K™" B, C € K"

dunque (K™" 4, -) & un anello.

Si noti che, anche se la moltiplicazione AB ¢ definita, la moltiplicazione BA puo non
essere definita. Tuttavia se A € K™" e B € K™™ entrambe AB € K™ ¢ BA € K™"
sono definite ma il risultato e diverso se m # n. Tuttavia, anche nel caso quadrato puo

accadere
AB # BA.

01 10
=(00) 2-(0)
0 0 01
i (004 (0 )< pa

Si dimostra facilmente che:

Esempio.

1. la matrice nulla O & tale che AO = O e OA = O (si noti che la lettera O in queste
due formule indica matrici nulle di dimensioni diverse);
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2. la matrice unita I ¢ tale che

Al =A=1A VA.

Dunque (K™" +, ) & un anello unitario ma non ¢ un anello commutativo, perché la
proprieta commutativa non vale per tutte le matrici, anche se puo valere per alcune
particolari coppie di matrici. In particolare, due matrici si dicono permutabili se AB =
BA.

Si osservi che si puo avere AB = O senza che A o B siano matrici nulle. In tal caso
A e B si dicono divisori dello zero.

Esempi ed esercizi.

e Se A=(1,0,3) allora

1
‘A=[0] e A'”A=(10), 'AA=
3

w o =
o O O
O O W

e Provare che {AB) = 'B'A.
e Se A € K™" provare che A = A'A ¢ A ='AA sono simmetriche.

e Si osservi che se A e B sono simmetriche, in generale AB non ¢ simmetrica:
0 1\ (1 0y (0 O
1 o/\o o) \10)"

Se A € una matrice quadrata, allora

A2 = AA,.. AP = AP 1A

Se AB = BA, allora (AB)* = A¥B*. Questo non & vero, in generale, se AB # BA.
Una matrice A € K™" ¢ detta ortogonale se

"AA=1=AA.

Esercizi.

e Trovare tutte le potenze della matrice C' = (§¢).

e Trovare tutte le potenze della matrice
1/2 0 /3/2
A= 0o 1 0
V3/2 0 —1/2
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e Provare che la matrice del punto precedente e ortogonale.
e Siano A= (33), B=(}9). Vedere se

(A+ B)* = A> +2AB + B,

Si dice traccia di una matrice A € K™" lo scalare tr A = Y7 | a;.

Una matrice A € K" ¢ detta nilpotente se esiste un naturale k tale che A* = O.

Una matrice A € K" & detta idempotente se A2 = A (e quindi A¥ = A per k €
N\ {0}).

Una matrice A € K™" & detta invertibile se esiste una matrice A’ € K" tale che
AA =T=AA.

Si scrive in tal caso A’ = A~!. Quindi, se A ¢ ortogonale, A=! = ‘A. Vedremo in seguito
un criterio che ci permette di decidere quando una matrice e invertibile.
Se A e B sono matrici invertibili, allora

(AB) ' =B7tA™, (A Ht=A4.
Se A e invertibile, allora

AB=0 = B=0,
AB=AC = B=C.

Esercizi.

e Data la matrice A = ({ 1), stabilire se A ¢ invertibile e in tal caso trovare I'inversa.

e Considerata la matrice (di permutazione)

J =

_ o O
O = O
o O =

calcolare JX e XJ, dove X € K33 & un’arbitraria matrice; verificare inoltre che
J? = I e trovare l'inversa di .J.

e Date le matrici

A:

o O O

1
0
0
calcolare (A + I)® e U" con h € N.
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e Vedere se sono invertibili le matrici
11 11
a=(00) v=(i1):

Nota. Le matrici sono molto utili in matematica: permettono di semplificare compli-
cate espressioni considerando tutta la tabella come un unico ente. Le matrici intervengono
nella schematizzazione di molti fenomeni, dipendenti da un numero finito di parametri.
Sono nella pratica molto usate nei problemi di decisione, nei quali & necessario procedere
ad una scelta tra diversi modi di agire, ossia tra piu strategie.

Come vedremo piu avanti, se vogliamo risolvere un sistema di equazioni lineari, basta
conoscere la matrice associata, cioe la matrice ci da tutte le informazioni necessarie per
risolverlo. La matrice ¢ quindi la mater matris, la parte essenziale. La denominazione
matrice ¢ dovuta al matematico inglese J. J. Sylvester (1814-1897).

3.3 Determinanti

Storicamente la teoria dei determinanti di una matrice quadrata ¢ nata in relazione
allo studio dell’eliminazione delle incognite in un sistema di equazioni lineari. Gia nelle
scuole secondarie e stata introdotta la nozione di determinante di una matrice quadrata:

A= (a b) : det A = ad — bc.
c d

Vogliamo ora estendere questo concetto a matrici quadrate di ogni ordine.

Sia S un insieme. Si chiama permutazione di S ogni corrispondenza biunivoca di S in
sé. Se S e finito e card(S) = n, allora tutte le permutazioni di S sono n!. Esse si possono
pensare come permutazioni (o(1),0(2),...,0(n)) dell'insieme numerico {1,2,...,n}. La
permutazione (1,2, ...,n) ¢ chiamata fondamentale (o permutazione identica). L’insieme
di tutte le permutazioni di n oggetti ¢ indicato con S,. Ogni permutazione ¢ si puo
ottenere dalla fondamentale tramite scambi, ovvero permutazioni di due soli elementi. Se
il numero di scambi della permutazione o ¢ pari porremo €(o) = 1, se & dispari e(0) = —1.

Esempio. o= (3,2,1):

(3,2,1) = (3,1,2) — (1,3,2) = (1,2,3).

I1 numero di scambi ¢ 3, quindi €(0) = —1. Se percorriamo un’altra strada il numero di
scambi potra essere diverso, ma sempre dispari.

Introduciamo la seguente notazione: data A € K™, si pone A = (4y,...,4,), dove
Aq, ..., A, sono le colonne di A.

Definizione 3.1. Una funzione f: K™" — K si dice multilineare alternante rispetto
alle colonne se
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1. f(Al,,Al—i-A;,,An):f(Al,,Al,,An)—{—f(Al,,Al

(3

7An)}
2. F(An .o My A = AF(AL L A A,
3 F(Ar. A Ay A = —f(An LA A A,

Teorema 3.1. Esiste un’unica funzione f: K™" — K multilineare alternante rispetto
alle colonne tale che f(I) = 1.

DIMOSTRAZIONE. Ogni colonna A; di A € K™" si puo esprimere come combinazione
lineare

Aj = alel 4+ 4+ anjEn = ZaijEj,
i=1
dove E; = 0,...,1;,0,...,0) & il vettore colonna che ha per componente i-esima il

numero d;; (simbolo di Kronecker). Dunque, applicando la proprieta di multilinearita n
volte negli n argomenti di f:

n n

f(A) = f(Z aillEilv sy Z aznnEZn)
i1=1 in=1
= Z Qi1 * 'ainnf(Eip ce 7Ein)-
i1yein=1

Si noti ora che se la stessa colonna compare due volte tra gli argomenti di f la f si annulla,
infatti:

Flo Ay A ) = —f( Ay AL, (3.3.1)

dunque 2f(..., A;, ..., A;,...) = 0. Pertanto gli unici valori di 4y, ..., i, che danno
contributo non nullo alla precedente somma sono quelli dove gli indici assumono valori
a due a due distinti, ovvero, tutti i valori compresi tra 1 ed n (non necessariamente in
questo ordine). In altre parole, I'espressione f(E; E;,) assume valori non nulli solo
quando i; = o(1), ..., i, = o(n), dove o & una permutazione. Pertanto si puo riscrivere

la somma precedente come:

190

n

FA) =" oy QoS (Bay, - - > Botm)- (3.3.2)

UESn

Per la multilinearita si ha

J(Eoqrys - Eomy) = €(0) f(Er, ..., Ey) = €(0). (3.3.3)

Dunque 'unica funzione f ha espressione
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QED

Corollario 3.1. Se f: K»" — K ¢ multilineare alternante rispetto alle colonne, allora

f(A) = det(A) F(1).
DIMOSTRAZIONE. Segue dalle equazioni (3.3.2)), (3.3.3]). QED

Definizione 3.2. Se A = (a;;) € K™", chiamiamo determinante di A ['unica funzione
multilineare alternante delle colonne di A che vale 1 se A = I; la sua espressione é:

det A = Z 6(0’) aa(l)laa(z)g .. aa(n)n. (334)

oESy

Molte proprieta del determinante possono essere dimostrate usando la precedente
definizione.

Proposizione 3.1. Sia A € K™". Allora valgono le sequenti proprieta.
1. Se A ha una colonna uguale a 0, allora det A = 0.
2. Se A ha due colonne uguali, allora det A = 0.

3. Se A ha una colonna che é combinazione lineare delle altre (dunque e dipendente
dalle altre), allora det A = 0.

4. det A#0 = le colonne di A sono indipendents.
5. Per A € K si ha det(AA) = X" det A.

6. Posto A= (Ay,...,Ay) sia A = (Ay,..., Ai+ NA,, ..., A,) la matrice ottenuta da
A sostituendo la colonna i-esima con la somma della colonna i-esima e di un’altra
qualunque colonna A; di A, con j # i, moltiplicata per un qualunque scalare A € K.

Allora det A = det A’.
7. det A = det'A.
8. Regola di Binet: det(AB) = det Adet B.

9. Le proprieta sopra enunciate per colonne valgono anche per righe.

DIMOSTRAZIONE. 1. Sihadet A =det(Ay,...,0,...,A,) =det(Ay,...,04;,..., A,)

Odet(Ay,..., A; ..., A,) =0, dove A; & un vettore colonna arbitrario.
2. E conseguenza dell’equazione (33.1)).

3. Infatti, per la multilinearita si puo scrivere il determinante come combinazione
lineare di determinanti di matrici con almeno due colonne uguali.

4. Infatti, “det A #0 = colonne di A indipendenti” e equivalente a “colonne di
A dipendenti = det A =07, che e stata dimostrata nel punto precedente.
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5. Si ha
det N\A = det(AAq, ..., A,) = \"det(Aq, ..., A,) = A" det A

6. Infatti:

det A" = det(Ay, ..., An) + Adet(Ay, ..., A

YRR

A A,) =det A

Y

dalla prima proprieta.

7. Infatti:

dettd = Z alo’ 1)@25(2) - - - Ano(n)

oESy

- E aa—1(1)1a0—1(2)2 - Ag=1(n)n
oc€Sh

- E aa(l 14¢(2)2 - - - Qo (n)n-
O'ESn

8. Si consideri la funzione f: K™ — K, f(X) = det(AX). Si puo scrivere f(X) =
det(AXy,...,AX,), dunque f ¢ multilineare alternante. Per il corollario B.1] si ha
f(B) =det(B)f(I) = det(B)det(A) = det(A) det(B).

9. Segue da det A = det ‘A.

QED

Quindi, in generale, AB # BA ma det(AB) = det(BA).
Naturalmente, se n = 1 si avra det A = a;;. Se n = 2, le permutazioni sono soltanto
(1,2) e (2,1), quindi
det A = aj1a922 — ar2a91 ,

esen=23
det A = aj1a9a33 — 11023032 + A13021A32 — Q13022031 + A12A23031 — Q12021033

che molti riconosceranno come formula di Sarrus (valida solo per n = 3). Per n qualsiasi
il calcolo e laborioso. Soccorre perd una regola di calcolo dovuta a Laplace.

Fissato un elemento a;; di A, si chiama minore complementare di a;;la sottomatrice
di A di ordine n — 1, ottenuta cancellando la i-esima riga e la j-esima colonna. Si chiama
complemento algebrico di a;j o cofattore di a;;

A;j = (=1)" det(minore complementare di a;;) .
Teorema 3.2 (Laplace). Sia A una matrice quadrata di ordine n. Allora

det A = ClrlArl + -+ arnArn )
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dove r & una fissata riga (scelta arbitrariamente), oppure
det A = achlc +- @ncAnc s

dove ¢ é una fissata colonna (scelta arbitrariamente).

DIMOSTRAZIONE. Il metodo di dimostrazione si basa sull’osservazione che la funzione

f: K™™ — K, A Z aikAik

=1

e multilineare alternante e vale 1 sulla matrice identita. Tuttavia la dimostrazione ¢ lunga
e pertanto e omessa. QED

Si puo facilmente dimostrare che la somma degli elementi di una linea per i comple-
menti algebrici di un’altra linea ¢ zero.
Questa regola permette di calcolare il determinante in maniera ricorsiva:

ai sen=1
Al =det A =
. {Z, aijAij =) a5 sen>1

Esempi ed esercizi.
e Se I € K™, alloradet] =1, det(—I) = (—1)".
e Provare con un esempio che, in generale, det(A + B) # det A + det B.

e Dalla Proposizione [3.1] ¢ possibile estrarre un algoritmo per il calcolo del determi-
nante. Ad esempio, si calcoli il determinante della matrice

2 1 3 0
-1 1 2 2
A= 2 0 -1 -1
-3 1 0 1

Si pud usare la proprieta 6 della Proposizione B (vista sulle righe!) per annullare
tutti gli elementi sottostanti il primo elemento della prima riga, e cosi via:

2 1 3 0 2 1 3 0
-11 2 2| |0 3/2 772 2
2 0 -1 —1| |0 -1 —4 —1|
-3 1 0 1 0 5/2 9/2 1
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dove ro v 1o+ 1/21, 13 > 13 — 11, Ty > T4 + 3/27;

2 1 3 0 2 1 3 0
03272 2| |032 72 2
0 -1 —4 —1| |0 0 -5/3 1/3 |°
0 5/2 9/2 1 0 0 —4/3 —7/3
dove r3 +— 13+ 2/319, 14 — 14 — 5/3r9; infine
2 1 3 0 2 1 3 0
032 7/2 2 | |032 172 2
0 0 -5/3 1/3 | |0 0 -5/3 1/3
0 0 —4/3 —7/3 0 0 0 —13/5

Dunque risulta det A = 413, poiché il determinante di A ¢ uguale al determinante
dell’'ultima matrice che ¢ uguale, a sua volta, al prodotto degli elementi diagonali,
in quanto matrice triangolare.

Si noti che, in caso di elemento a;; nullo, si puo applicare la proprieta di alternanza
(sulle righe!) e scambiare la prima riga con una riga che comincia per un elemento
non nullo, cambiando di segno al risultato. Ovviamente, se la prima colonna e nulla,
il determinante ¢ nullo.

3.4 Matrici invertibili

Definizione 3.3. Sia A € K™, A = (a;;). La matrice Adj(A), aggiunta classica di
A, é definita come la matrice Adj(A) = (Adj;j) = (Aj;), ossia la matrice trasposta della
matrice dei cofattori A;; di a;;.

Proposizione 3.2. La matrice A é invertibile se e solo se det A # 0. In questo caso
s1 ha:

1. det(A™) =1/det A,

2. A7t = = Adj(A).

DIMOSTRAZIONE. Infatti, sia A invertibile. Allora AA™ =T = det(AA™!) = det
= det(AA™') =1 = det A # 0 e det(A™') = 1/det A per il teorema di Binet.

Viceversa, sia det A # 0. Posto C' = (¢;) L Adj(A), indicato AC = (py), si ha

~ JetA
n

1 -
ik = Ak = T ijAkj = Oik-
Pik Zla]detA ki detAjzla] ki b

Jj=

Infatti, se ¢« = k la sommatoria precedente coincide con lo sviluppo di Laplace del deter-
minante di A, e se ¢ # k la sommatoria precedente e nulla, poiché equivale allo sviluppo
di Laplace di una matrice che ha righe uguali a tutte le righe di A tranne la riga k, che e
uguale alla riga 7. QED
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Esempi ed esercizi.

e Se
1/2 0 1
A= 0 4 1],
3 0 2
sihadet A=-8+#0e
8 0o -4 —1 0 1/2
Adj(A) =1 3 -2 -1/2 = A'=[-3/8 1/4 1/16
—-12 0 2 3/2 0 —1/4
e Sia data la matrice
011
A=11 0 1
110

1. Verificare che A2 — A — 21 = 0.

2. Dedurre dal punto precedente che A ¢ invertibile e calcolare A1,

e Si considerino matrici quadrate di ordine n.

A’ si dice simile ad A se esiste una matrice invertibile P tale che A’ = P71 AP, cioe
A~A & A=P'AP & PA=AP.

1. Provare che ~ e una relazione di equivalenza.
2. Se A ~Ae B ~ B, ¢ vero che A’B' ~ AB?
3. Se A’ ~ A, allora det A = det A’?

e Sia A € K™ invertibile. E possibile trovare un intero r tale che A" = 07

e Sia GL(n,K) = {A € K™ | det A # 0}. Provare che (GL(n,K),-), dove - ¢ la

moltiplicazione tra matrici, € un gruppo non abeliano.

e Vedere che, per K =R, GLT(n,R) = {A € R™" | det A > 0} & un sottogruppo di
GL(n,R), mentre non lo ¢ GL™(n,R).

3.5 Rango di una matrice

Sia A € K™™. Da A possiamo estrarre sottomatrici quadrate di ordine r, 1 < r <
min(n,m). Di queste sottomatrici quadrate, dette minori, si puo fare il determinante e
vedere se non ¢ nullo.

Definizione 3.4. Il rango rg(A) di una matrice A € K™™ ¢ dato dal massimo ordine
dei suoi minori con determinante non nullo.
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Quindi rg(A) = p > 0 vuol dire
1. esiste almeno un minore di ordine p con determinante diverso da 0;
2. tutti gli eventuali minori di ordine p 4+ 1 hanno determinante nullo.

Naturalmente, rg(A) = 0 vuol dire che la matrice & nulla.
Se A € K™ allora

rg(A)=n <« detA#0 < Ainvertibile,

Ovviamente, se B ¢ una sottomatrice di A, allora rg(B) < rg(A).

Esempi ed esercizi.

e La matrice

-1 3 2 5
A= 6 -2 4 3
-2 6 4 10

ha rango 2, poiché det( ?,%) # 0, e tutti i minori di ordine 3 hanno determinante
nullo.

e Determinare il rango delle seguenti matrici, al variare di A,
3 =2 A Al 1
A=1[2 1 2|, B=[|1 )1
1 4 A 1 1 A
Si vede che rg(A) = 2 VA; rg(B) = 3 per A # 1 e A # —2, mentre rg(B) = 2 per
A=—-2erg(B)=1per A=1.

Proposizione 3.3. Sia A € K™". Allora le sequenti trasformazioni su A danno
matrici che hanno lo stesso rango di A:

1. scambio di due righe;
2. moltiplicazione di una riga per un elemento k € K* =K\ {0};

3. sostituzione di una riga con la somma della riga stessa con un’altra riga di A
moltiplicata per un elemento k € K;

4. trasposizione della matrice A, quindi tutte le operazioni precedenti effettuate per
colonne.

DIMOSTRAZIONE. Segue facilmente dalle proprieta dei determinanti. QED
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Si osservi che dalla precedente proposizione risulta rg A = rg ‘A.

Le trasformazioni elencate nella proposizione precedente si dicono anche trasforma-
zioni elementari sulle righe.

Due matrici A, B € K"™" si dicono equivalenti per righe se I'una e ottenibile dall’altra
mediante un numero finito di trasformazioni elementari sulle righe. Ovviamente, in questo
caso rg(A) = rg(B).

Una matrice S € K™" si dice matrice a scalini (per righe)se ¢ la matrice nulla oppure
se e della forma

0 0 Qljy  veeee A1p
0O ........... 0 A5y v v Aon,
O 0 apjp Apn ’
O 0
O 0
dove ayj, #0, azj, #0, ..., apj, #0,con 1 <p<mel < j; <jo< - <jp <.

Lemma 3.1. Sia S € K"™" una matrice a scalini. Allora rg S = p, numero delle
righe non nulle.

DIMOSTRAZIONE. Il minore formato dalle prime p righe e dalle colonne ji, ..., j, €
Q1 ovvoes aljp
0 ag, . ay,
0 0 apjp
ed il suo determinante ¢ ay;, -+ - - ap;, 7 0. Qualunque minore di ordine p+ 1 conterrebbe
una riga di zeri. QED

Teorema 3.3. Ogni matrice A € K™" ¢ equivalente per righe ad una matrice a
scalini.

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione ¢ costruttiva.

Al primo passo si considerino gli elementi ay;,, ...a;;, non nulli di ogni riga con
indice j; minimo relativamente alla riga (ossia si considerino tutti i primi elementi non
nulli di ogni riga). Se necessario, si scambi la prima riga con la riga avente il minimo
indice tra gli indici jq, ..., jm. Questo serve ad ottenere una matrice con lo stesso rango
di A e con elementi di posto ¢, 7 nulli se j < j;. Si effettui la trasformazione 3 annullando
tutti gli elementi di posto 4,7 coni > 1e j = j;.

Si ripeta il primo passo sulle rige 2, ..., p, dove la riga p + 1 risulti nulla. QED

Corollario 3.2. Ogni matrice A € K™" invertibile é equivalente per righe ad una
matrice triangolare superiore con elementi non nulli sulla diagonale principale.

Il collegamento tra rango di una matrice e dipendenza od indipendenza lineare del-
I'insieme dei propri vettori riga o colonna e di fondamentale importanza.
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Teorema 3.4. Sia A € K™", e si denotino con At,... , A™ i vettori riga di A. Allora:
dim L({A',...,A™}) =rg A.
Analogamente per l'insieme dei vettori colonna.

DIMOSTRAZIONE. Prima di tutto si dimostra che dim £({A',... , A™}) non cambia se
si effettuano su A le trasformazioni per righe della proposizione 3.3l Infatti, per le prime
due operazioni questo e ovvio, per la terza si dimostra che

LAY, ... A™) = L{AY, ... AT kAT ... A™)),
dove j #ie k € K. Sia
X=MA "+ + N(A + EA) o XA € LH{AY AT EAT LA™Y,

Assumendo j < ¢ risulta X = MA' + -+ (A + Nk)AT + -+ NA + -+ N, A™ (e
analogamente se fosse j > i), quindi X € L({A',..., A™}). Sia ora

X =MA 4 N A e LAY A™Y).
Si ha
X=MA"+ (N = NE)A + -+ N(A + RA) 4+ N, AT
pertanto X € L({A',... A"+ kAT ... A™}).

Dunque, se S & una matrice a scalini equivalente per righe ad A, e se S, ..., S™ sono
le righe di S, risulta L({AY,..., A™}) = L({S',...,S™}).

Una base di £({S?,...,5™}) ¢ formata dalle righe non nulle {S*, ... SP} di S: infatti
S' non si puo ricavare da {S?, ..., SP}, S? non si pud ricavare da {S3, ..., SP} e cosi via,
che dimostra che le righe non nulle sono indipendenti per il lemma 2.1 Dunque:

rg(A) =rg(S) = p=dim L({S*,...,8™}) =dim L({A},..., A™}).
Il fatto che il risultato vale anche per le colonne dipende dal fatto che rg A = rg!A. QED

Corollario 3.3. Se A e B sono due matrici equivalenti per righe, allora

LAY, A™}) = £({B",...,B™}).



CAPITOLO 4

FUNZIONI TRA SPAZI VETTORIALI

In questa sezione saranno studiate le funzioni tra spazi vettoriali che conservano le
operazioni di somma e prodotto, dunque le funzioni che conservano la struttura di spazio
vettoriale.

4.1 Preliminari
Siano V', W due spazi vettoriali sullo stesso campo K e
V=W

un’applicazione. Se U C V, allora chiamiamo immagine di U mediante f 'insieme

FO)VE (@) |zeUy={yeW |FxeU: f(z) = y}.

Se Z C W, allora chiamiamo controimmagine o immagine inversa di Z mediante f
I'insieme

FUD) Y e eV fx) ez} V.
Se Z = {y}, allora f~1(y) ={z € V| f(z) = y}. Inoltre

yeft) = [fy#e.

Esempio. L’applicazione f: V — W tale che f(x) = yo per ogni z € V & detta
applicazione costante, e

V) =A{w} = [fw)=V. [y=2 Yy#un.

SiadimV =neB={e,...,e,} una base di V. SiadimW =me B = {e},...,¢e,}
una base di W. Allora

reV = z=me+--+xe, = (r1,...,2,) coord. di z risp. B
yeW = y=uyei+-+yme, = (yi,...,Ym) coord. diy risp. B’

39
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Ora f: V — W induce un’applicazione che chiamiamo ancora f:
K" K™ (z1,...,20) = (Y1, Ym)-

Qual ¢ il legame tra le coordinate z; e y;?

Poniamo f;: K" — K, f; d:efpri of, dove

pr;: K™ — K (y1, ..., Ym) — Ui
Allora la relazione vettoriale f(z) = y si traduce nelle m relazioni scalari

filzy,...,xn) =y, i=1,...,m.

Supponiamo ora che le f; siano polinomi omogenei di primo grado nelle variabili
Z1,...,%,. Allora

Y1 = a1 + -+ Q1pTy
Ym = Am1T1 + o ATy

o, in forma matriciale,
Y =AX oppure f(X)=Y.

In tal caso,

fl+a’) = f(x)+ (), [fOz)=Af(2)
Infatti,

AX + X') = AX + AX', A(\X) =) AX.

Le proprieta precedenti hanno suggerito la definizione astratta di applicazione lineare.

4.2 Applicazioni lineari

Definizione 4.1. Siano V', W due spazi vettoriali sullo stesso campo K. Sia f: V —
W. Si dice che f é lineare o un omomorfismo se

flx+ap) = f(z)+ f(zp) Va,apeV
fAz) = Af(z) VeV, AeK,

0, equivalentemente,
fAz 4 pxp) = Af () + pf(zp) Ve,ap eV, VA, pe K

Come si vede, le applicazioni lineari conservano le operazioni vettoriali. Segue facil-
mente che f(0y) = Oy .
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Esempi.

e 0:V — W, v — 0, applicazione nulla ¢ lineare. Si noti che una qualunque
applicazione costante non ¢ lineare a meno che la costante non sia il vettore nullo.

o pr: R? - R? (x,y,2) — (z,y), proiezione, ¢ lineare, suriettiva, ma non iniettiva.
e i: R? 5 R3 (z,y) — (x,9,0), inclusione, ¢ lineare, iniettiva, ma non suriettiva.

e Sia @ € V un vettore fissato e Tz: V' — V tale che = +— x + @, traslazione. Allora
T ¢ lineare se e solo se a = 0.

e Si prova facilmente che, se f: V — W e g: W — Z sono due applicazioni lineari,

allora

gof:V = Zxrs go f(x) < g(f(x))

¢ lineare.

Se V. = W, allora 'applicazione lineare ¢ detta endomorfismo. Un endomorfismo
notevole e I'applicazione identita

Idy: V = V,z— x.

Un endomorfismo f: V — V & detto involutivo se f? = Id, ¢ detto proiettore se
f% = f, ¢ detto nilpotente se esiste m € N tale che f™ = 0, endomorfismo nullo.
Se f,g: V — W, si pone per definizione
def
fHg:V=Wae (f+9)(x)= f(z)+g(z),

AV = Wz (Af)(2) €A f(2).

Rispetto a queste operazioni, I'insieme

Lin(V, W) &{f: V = W | f lineare}

¢ uno spazio vettoriale. Se V' e W sono finitamente generati, allora (come sara chiaro in

seguito)
dim(Lin(V,W)) = dim V' - dim W.

La prossima proposizione garantisce I'esistenza di funzioni lineari tra due spazi vetto-
riali. Essa puo essere generalizzata a spazi vettoriali di dimensione infinita.

Proposizione 4.1. Siano V', W spazi vettoriali, con V finitamente generato. Sia B =
{v1,...,0,} una base di 'V, e siano wy, ..., w, € W. Allora esiste un’unica applicazione
lineare f: V. — W tale che f(v;) = w; peri=1,...,n.



42 Capitolo 4. Funzioni tra spazi vettoriali

DIMOSTRAZIONE. Infatti, per x = vy + - - - + ,v,81 ponga

F@) w4 -+ 2w, f(0) = wi

E immediato verificare che f € lineare. Inoltre f & unica. Infatti, se g: V' — W e tale che
g(v;) = w;, allora per ogni x

f(x) —g(x) =21 f(v1) + - +2pf(vn) —229(01) — - — 209(v,) = 0.

QED

Osservazione. In generale per conoscere un’applicazione f: V' — W bisogna cono-
scere f(x) per ogni x € V. Il vantaggio delle applicazioni lineari & che per conoscere f
basta conoscere solo f(v;) dove {v;} ¢ una base di V, quindi basta un numero finito di
vettori.

Un’altra notevole proprieta e la seguente (la cui dimostrazione completa e lasciata al
lettore)

Proposizione 4.2. Siano V., W due spazi vettoriali sul campo K, ed f: V — W
un’applicazione lineare. Allora:

S sottosp. di V.. = f(S) sottosp. di W,
T sottosp. di W = f1T) sottosp. di V.

DIMOSTRAZIONE. Se y1,y2 € f(5), allora y; = f(x1), y2 = f(x2) con z1,29 € S. Per
la linearita

Y1 +y2 = f(x1) + fz2) = flz1 +22) € f(5),
poiché z; + x5y € S. Analogamente \y; = f(Ax;) € f(S) per A € K. QED

Casi particolarmente importanti sono

Ker f ¥z e V | f(z) =0} = (0w,
def

Im f={f(x) e W |z eV}=[f(V),

che, quindi, risultano sottospazi vettoriali.

Esercizio. Si verifichi direttamente, usando la proposizione 2.1l che Ker f ed Im f
sono sottospazi vettoriali.

Piu precisamente,
e Ker f & un sottospazio vettoriale di V' e dim Ker f < dim V/;

e Im f ¢ un sottospazio vettoriale di W e dimIm f < dim W.
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Ricordiamo che un’applicazione f: V' — W ¢ iniettiva se e solo se x # = f (x) #
f@).

Proposizione 4.3. Sia f: V — W un’applicazione lineare. Allora
flx)=f(zp) < ap—azecKerf <& zp=uz+Kerf.
DIMOSTRAZIONE. Infatti,
flx)=f(zp) < [flap)—fle)=0 & flap—2)=0 << ap—zecKerlf.
QED
Quindi, in generale,
Y f@)=o+Ker f={r+ul|uc Kerf},

e dunque

f ¢ iniettiva < Kerf={0y} < f'Yf@)=2 < flof=Idy,
fesuriettiva < Imf=W <& f(f'y)=y & fof'l=Idy.

La seguente proprieta ha dimostrazione immediata.
Lemma 4.1. Siano V., W spazi vettoriali ed f: V — W lineare. Allora

UZﬁ(Ul,...,Uh) = f(U):E(f(Ul),.-.,f(Uh)),

da cui, se B={vy,...,v,} é una base di V', allora Im f ¢ finitamente generato e

Im f = L(f(v1),..., f(vn)).
Quindi, dimIm f < dim V.
Segue che dimIm f = dim V' se e solo se f & iniettiva. In tal caso, infatti,

Mf(v) 4+ -+ Nf(on) =0 & fhor+-+ X \w,) =0
S A+ + N, =0 & N\ =0.

Teorema 4.1 (Teorema fondamentale). Siano V, W due spazi vettoriali, con V
finitamente generato. Sia f:V — W lineare. Allora

dim(Ker f) + dim(Im f) = dim V.

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo gia notato che dim(Ker f) < dim V e dim(Im f) < dim V.
Sia {u1,...,u,} una base di Ker f e wy,...,w, una base di Im f. Indicati con v; € V i

vettori tali che f(v;) = w;, basta far vedere che {uy,...,up, v1,...,v,} costituiscono una
base di V.
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Essi sono generatori. Infatti, se z € V allora f(z) € Im f, dunque
fl@) = w4+ -+ Awg = A f(vr) + -+ X f(vg) = f(Mvr + -+ 4+ Agvg),
dacul z — Moy — -+ — A\, € Ker f = L(uy, ..., u,), quindi
T — ANUL— = — AgUq = Uy + - -+ fpUp.
Essi sono indipendenti. Infatti se
ajuy + - -+ apuy, + vy + - - -+ byv, = Oy, (4.2.1)
applicando la f ad entrambi i membri si ha
arf(ui) + -+ apf(up) + buf(v1) + -+ + bg f(vg) = Ow,

dunque
b1w1—|—"'+bqwq:0W = blz...:bq:()

per U'indipendenza di {w;}, dunque 'equazione (L2.1]) diventa
auy + - - - + apu, = Oy,
da cui la tesi per I'indipendenza di {u;}. QED

Chiamiamo

dim(Ker f) = nl(f) = nullita di f, dim(Im f) =rg(f) = rango di f.

4.3 Isomorfismi

Definizione 4.2. Siano V, W due spazi vettoriali. Se f:V — W e lineare e
biunivoca, f si dice isomorfismo. (Ouviamente, in tal caso anche f~1: W — V ¢ un
isomorfismo. )

SeV=Wef:V —V eun isomorfismo, allora f prende il nome di automorfismo.

Definizione 4.3. Due spazi vettoriali V e W si dicono isomorfi, in simboli V= W,
se esiste un isomorfismo f: V — W.

Teorema 4.2. Siano V, W spazi vettoriali di dimensione finita. Allora
VW <« dimV =dimW.

DIMOSTRAZIONE. Sia V = W. Allora esiste un isomorfismo f: V' — W, e risulta
Ker f = {0} e Im f = V. Dal teorema fondamentale segue

dim(W) = dim(Im f) = dim V.
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Viceversa, sia dimV = dimW = n. Sia B = {ej,...,e,} una base di V e B =
{e},..., e} una base di W. Definiamo un’applicazione lineare f: V' — W ponendo

def

f(e;) = e.. La proposizione [A.1] assicura che f ¢ univocamente definita. Per la linearita,
_ _ / /
r=x1€1+ -+ e, = f(x)=x1€] + -+ 106,

Se z # xp, allora f(x) # f(xp), dunque f & iniettiva.
Infine, se y = y1€} + --- + yne,, € W, allora posto © = y1e1 + -+ + ype, € V si ha
f(z) =y, dunque f & suriettiva. QED

Corollario 4.1. Nelle ipotesi del precedente teorema, se f: V — W é un isomorfismo
allora per ogni sottospazio U CV e S CW si ha

dim f(U) =dimU e dim f~'(S) = dim S.

DIMOSTRAZIONE. Infatti, le restrizioni di f ad U e f~1(9), rispettivamente f|y: U —
f(U) e flp-1s): f7H(S) — S, sono lineari e biunivoche (se non lo fossero, cosi non sarebbe
per f), quindi vale il teorema precedente. QED

Dal teorema precedente segue che se V' e uno spazio vettoriale su K e dimV = n,
allora V' = K". Piu precisamente, sia B = {v;}1<;<, una base di V. Allora esiste
un’unica applicazione lineare

cg: V—=>K", v —e, (4.3.2)

dove C = {e; }1<i<n € la base canonica di K™. Dal lemma[d]si vede subito che Im ¢z = K",
dunque per il teorema fondamentale ¢z € un isomorfismo. L’applicazione cz ¢ detta
applicazione coordinata di V' in K™ rispetto a B. Essa associa ad ogni v € V il vettore
delle sue coordinate rispetto alla base B. In altre parole, K™ ¢ un modello per tutti gli
spazi vettoriali di dimensione n.

Esempi ed esercizi.

e Lo spazio dei polinomi R,[t]¢ isomorfo allo spazio R™™ tramite l'isomorfismo cz
indotto dalla base B = {t",...,t,1} tale che cg(a,t" +---+art +ag) = (an, ..., ap).

e Si consideri R3[t] con la base {1,¢,¢? t3}. L’applicazione

Dd:ef%: Rs[1] = Rs]{]

¢ tale che D(t") = ht"™L per h > 1 e D(1) = 0. Si verifica che D ¢ lineare e che
Im D = Ryt], quindi D non ¢ suriettiva. D non ¢ nemmeno iniettiva, poiché

D(p(t)) = D(p(t) + k), Vk € R.
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Dal teorema fondamentale risulta
dim(Ker D) = dim(R3[t]) — dim(Im D) =4 -3 =1,
da cui Ker D = R.

e Si consideri Papplicazione lineare f: R3 — R3, (z,y,2) — (2,0,0). Si provi che
R3 # Ker f + Im f, mentre, ovviamente, per il teorema fondamentale, dim Ker f +
dimIm f = 3.

e Si consideri lo spazio vettoriale R? e ’endomorfismo
[R =R (2,y,2) = (x4 25,7 + 2).

1. Determinare Ker f e Im f.

2. Verificare che Ker(f?) = Ker f e Im(f?) = Im f.

4.4 Matrici ed applicazioni lineari

Siano V', W, due spazi vettoriali di dimensione finita, con dimV = n, dim W = m. Sia
[V — W un’applicazione lineare. Siano B = {e;}1<i<, una base di Ve B’ = {¢} }1<j<m
una base di W. Allora

fle;) = ayel + -+ + amiey,,. (4.4.3)
Viene cosi introdotta una matrice A = (a;;) di tipo m x n dove la colonna i-esima ¢
costituita dalle coordinate di f(e;) rispetto alla base B’

In simboli,

A= ME(f),

detta matrice associata ad f rispetto alle basi B e B’. Si noti che variando le basi la
matrice cambia.

Viceversa, partendo da una matrice A € K"™" ¢ possibile costruire un’applicazione
lineare

far KPS K™ X — AX, (4.4.4)

Ovviamente, A = M (f4), dove C e C’ sono le basi canoniche di K" e K™, rispettiva-
mente. La relazione tra f ed fa € schematizzata dal seguente diagramma

£V g Dy g gy
o, in altri termini, f = cg,l o fa o cg. Infatti,

gl 0 a0 es(v) = gt o fa(X) = c5H(AX),
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dove X ¢ il vettore delle componenti di v € V rispetto a B. Ma, usando (£.4.3]), risulta

fv) = f(rier +---+uvpen) =vifler) +--- +v,f(en)
= (viay + -+ + Vpa1,)€] + -+ (ViGm1 + -+ F VpGpn ) €L,

che prova che AX ¢ il vettore delle componenti di f(v) rispetto a B, quindi 5 ' (AX) =

f).
Spesso si identifica f4 con f per abuso di notazione, poiché, come vedremo, vi ¢ una
corrispondenza biunivoca tra matrici ed applicazioni lineari indotta dalla scelta delle basi.

Lemma 4.2.
VX FX=GX = F=4dG.

DIMOSTRAZIONE. Basta far assumere ad X successivamente le coordinate dei vettori
della base B, oppure tener conto che per ogni X

(F-G)X=0 = 1ngF-G)=0 = F=aG.
QED

Proposizione 4.4. Siano V', W, Z spazi vettoriali con dimV = n, dimW = m,
dimZ =p e B, B', B” basi rispettive di V., W, Z. Se

V=W g W —=Z

sono funzioni lineart allora

hd:engf:V—>Z

e lineare e per le matrici associate vale
ME (h) = M5 (9) - M5 ().
DIMOSTRAZIONE. Ponendo
MEB'(n)=C e KP", ME(g)=Bekr™, ME(f)=AecK™",

allora
C = BA.

Infatti, usando un simbolismo compatto, posto
Y =AX, Z=BY, 7Z=C0CX,

si ha
Z =B(AX)=(BAX = C(C=BA

tenendo conto del lemma (.2 QED
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Proposizione 4.5. Siano V', W due spazi vettoriali di dimensione finita e sia f: V —
W una funzione lineare. Siano B = {e;}1<i<n una base di V e B' = {e}1<j<m una base
di W. Allora
dim(Im f) = rg M (f).

Ne segue dim(Ker f) = dim V —rg ME (f).

DIMOSTRAZIONE. Infatti, cg(Im f) = Im fa, dove A = ME (f); siccome ¢ ¢ un
isomorfismo, si applica il corollario [A.J], dunque dim Im f = dim Im f4. Inoltre, Y € Im f4
ha la forma Y = AX, con

Y =AX =51 A1 + -+ 2,4, € LH{A,..., A}).
Pertanto Im f4 = L({A1,...,An}). La tesi segue dal teorema [3.4] che implica
dim L({A,..., A,}) =rg A
QED

Si osservi che se A & una matrice invertibile, allora f & un isomorfismo.
I risultati sin qui esposti possono essere riassunti dal seguente teorema.

Teorema 4.3. Siano V, W, due spazi vettoriali di dimensione finita, con dimV = n,
dimW =m. Sia f: V — W un’applicazione lineare. Siano B = {e;}1<i<n una base di V
e B' = {€}}1<j<m una base di W. Allora I'applicazione

ME": Lin(V,W) = K™", f — M5 (f)

e un isomorfismo.

DIMOSTRAZIONE. B facile verificare che

ME (f +g) = MZ (f) + MZ (9),
ME (Nf) = ME ().

Inoltre, Mg/ ¢ iniettiva perché la matrice nulla e la corrispondente della sola applicazione
lineare nulla tra V e W. Infine, /\/lg' ¢ suriettiva poiché e stato visto che per ogni matrice
A e possibile costruire un’applicazione lineare f: V — W tale che ./\/lg/( f)=A. QED

Esempi ed esercizi.

e Sia f: R® — R3 (z,y,2) — (v + 2,y,2 + 2). Allora la matrice di f rispetto alla
base canonica C di R? (in dominio e codominio) &

Me(f) =

—_ O =
S = O
_ o =
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e Sia D: R3[t] — R3[t],t" — ht"~1. Si consideri la base canonica P = {1,t,1% #3}.
Allora

M5 (D) =

o O O O
S O O
O O NN O
S W o O

Si provi che D e nilpotente.

4.5 Cambiamenti di base
Sia V' uno spazio vettoriale su K di dimensione n e siano
B={e,...,en}, B ={e,....e.}

due basi distinte (anche solo per l'ordine degli elementi). Allora

n n
/o o /
€ = E bjre;j, ej = E Crj€y.-
j=1 r=1

Si vede subito che per le matrici B = (bj) e C' = (¢,;) vale
C=B"

La matrice B e detta matrice del cambiamento di base da B a B'. Occupiamoci ora della
legge di trasformazione delle coordinate di un vettore. Sia x € V', e sia

!
T = E Ti€i, T = E T;€;-
i i

Conoscendo la matrice del cambiamento di base da B a B’, qual ¢ il legame tra le

coordinate (z;) e (})?

T = Zx;e; = Z% <Z bji€j> = Z <Z x;bji> €
i i J @

J

= ;= Z bﬂl'; = X = BX/,

e, naturalmente X’ = B~1X.
E possibile dare un’interpretazione della matrice del cambiamento di base come ma-
trice di un’applicazione lineare. Infatti, si ha:

ld(e}) = e, = > bje;,
j=1
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dunque B = M5, (Id); analogamente si prova che C' = M2 (Id). Per questo motivo, dalla
proposizione [£.4] si ha

I = ME(1d) = ME,(1d) - ME (1d) = M5 (1d) - M5, (1d).
Osservazione 4.1. Il cambio di base si puo interpretare in due modi:

1. si ‘vedono’ gli stessi vettori rispetto a due basi (sistemi di riferimento) diversi;
questo e riflesso nell’interpretazione dei cambiamenti di base come matrici associate
all’identita,

2. st interpreta il cambio di base come una trasformazione di tutto lo spazio in sé stesso
che porta 1 vettori di una base nei vettor:i di un’altra base.

Questi due punti di vista sono detti punto di vista passivo ed attivo, e ricorrono spesso
nelle Scienze applicate quali la Fisica e I’Ingegneria.

Siano V', W, due spazi vettoriali di dimensione finita, con dimV = n, dim W = m. Sia
f:V — W un’applicazione lineare. Siano B = {v;}1<i<, una base di Ve C = {w; }1<j<m
una base di W. Allora, se y = f(z) si ha

Y =AX, con Ad:ef./\/l%(f).

Consideriamo due nuove basi BdiV e C di W. Allora, indicate con X le coordinate
rispetto a B e con Y quelle rispetto a C si ha

X = BX, Y = CY,

quindi
CY = A(BX) = Y =C'ABX.
Ma risulta Y = AX, con fld:ef./\/llg(f), quindi
A=C"'AB.

Lo stesso risultato si puo ottenere applicando la proposizione .4l Infatti, utilizzando la
relazione

f=Idwofoldy

si ha

ME(f) = MEADMS(f)ME(1d)

(o Y

Nota. Poiché dim(Im f) non dipende ovviamente dalla scelta delle basi, segue che

rg(4) = rg(A).
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Nel caso in cui f & un endomorfismo, si pud scegliere B=C e B =C, quindi B=C e
A= B7'AB,

cioe A e A sono matrici simili.
Resta cosl provato il seguente notevole teorema.

Teorema 4.4. Matrici associate ad uno stesso endomorfismo rispetto a basi diverse
sono simili.



CAPITOLO 5

SISTEMI DI EQUAZIONI LINEARI

5.1 Sistemi di equazioni lineari e matrici

Definizione 5.1. Un sistema lineare di m equazioni in n incognite x1,...,T, € un
sistema del tipo
a11T1 + 199 + -+ + A1y = bl
A91X1 + Q222 + *++ + Aop Ty = b2

Am1T1 + Q2T + - - + Qpp Ty = bm

o0, in forma piu compatta,
n
E aijxj:bi, i:1,2,...,m,
Jj=1

dove a;j sono detti coefficienti e b; € K termini noti. Seb; = 0 i sistema si dice omogeneo.
In forma matriciale:
AX =B (5.1.1)

dove A = (a;;) € K™" ¢ la matrice dei coefficienti, X e B dati da
tX:(Zﬁl,...,l'n), tB:(bl,...,bm>.

sono, rispettivamente, il vettore delle incognite e il vettore dei termini noti. La matrice
(A | B) € K™"b - formata aggiungendo ad A il vettore dei termini noti B, si dice matrice
completa del sistema.

Si dice soluzione del sistema (B.I11]) una n-pla (Z1,...,%,) che soddisfa simultanea-
mente tutte le equazioni di (B.I1T)). Si dice anche che il sistema é compatibile se esiste
almeno una soluzione.

Si dice sistema omogeneo associato ad AX = B il sistema AX = O.

I problemi fondamentali che si presentano sono:
1. esistenza delle soluzioni o compatibilita del sistema (aspetto qualitativo);

2. determinazione del numero delle soluzioni (aspetto quantitativo);

92
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3. calcolo esplicito di tutte le eventuali soluzioni (aspetto computazionale).

Si osservi che, introducendo I'applicazione lineare f4: K* — K™ tale che f4(X) = AX

(equazione ({£4.4)), si ha
Ker fs ={X € K" | AX =0}, f,'(B)={X€eK"|AX = B}. (5.1.2)

Dunque il nucleo di f4 € uguale all’insieme delle soluzioni del sistema lineare omogeneo
associato ad AX = B, mentre 'insieme delle soluzioni del sistema AX = B & uguale a
f4'(B).

Il problema dell’esistenza e del numero delle soluzioni ¢ risolto completamente dal
seguente teorema di Rouché-Capelli.

Teorema 5.1 (Rouché-Capelli). Siano A € K™" ¢ B € K™!. Allora il sistema di
equazioni lineari AX = B ha soluzioni se e solo se rg A =rg(A | B). Se questo accade,
l’insieme S delle soluzioni del sistema é

S=Xo+Kerfy={X+VeK" |V eKerfa},

dove Xo e una particolare soluzione del sistema AX = O. Pertanto le soluzioni sono
rappresentate mediante n — p parametri, dove p =rg A. Si dice anche che esistono co™ P
soluzioni.

DIMOSTRAZIONE. Il sistema AX = B & compatibile se e solo se f;'(B) # &,
equivalentemente B € Im f4. Poniamo dim(Im f4) = rg(A) = p; si ha

AX = B compatibile < Belmfs < BeL({A,...,A.})
<  {Ay,...,A,, B} dipendenti < rg(A|B)=rgA=p.

Supponiamo ora che il sistema AX = B sia compatibile, o, equivalentemente, che
rg(A | B) =g A = p. Sia X € S. Allora risulta AX = B. Sottraendo questa relazione
con AXyg = B si ha A()E' — Xo) = 0, dunque X - X, € Ker f4. Pertanto, essendo
X =X, + (X — Xp), si ha X € Xy + Ker f4. Quindi S C Xy + Ker f4. Viceversa, se
X =X+V e Xy+Ker fa, siha AX = AXy+ AV = B+ 0 = B, dunque X € S. Quindi
S D Xy + Ker fs. Concludendo, S = Xy + Ker f4.

Dal teorema fondamentale dell’algebra lineare si ha
dim R" = dim Ker f4 + dim Im f4 = dim Ker f4 4+ rg A,

dunque dimKer f4 = n —rg A = n — p. Le soluzioni dipendono dalle n — p coordinate
dei vettori V' € Ker f4. QED

Esempi.

1. I sistemi omogenei, ossia sistemi del tipo

AX =0, (5.1.3)
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ammettono sempre la soluzione nulla X = O (ed & l'unica se |A| # 0), dunque
sono sempre compatibili. I sistemi omogenei possono ammettere anche soluzioni
non nulle, ovviamente.

z+y=0 (1 1y ; (110
{az+y:1’ COHA—(1 1)’ A_<1 1 1>

¢ chiaramente incompatibile. Infatti 1 = rg(A) # rg(A) = 2.

2. Il sistema

Descriviamo ora lo spazio S delle soluzioni di AX = B. Presi due vettori Y, Y’ €
S = Xy + Ker f4 si ha

AY +Y')= AY + AY' = B+ B = 2B,

pertanto S € uno spazio vettoriale se e solo se 2B = B, che & vero se e solo se B = 0. In
questo caso risulta § = Ker f4.
Pit in generale, se U e un sottospazio vettoriale di V' ed a un vettore fissato di V, lo
spazio
S=a+U

e detto wvarieta lineare o spazio affine. Poniamo per definizione
. def ;.
dim S = dim U.

Ad esempio, le rette ed i piani passanti per I'origine sono sottospazi vettoriali di R3, tutte
le rette ed i piani sono sottospazi affini di dimensione 1, 2 di R3.
Infine, chiamiamo applicazione affine un’applicazione

o: VoW, p=a+f, aeW,

dove f: V — W & un’applicazione lineare.

Esempio. L’applicazione ¢: R? — R? (z,y) — (2,y') dove

¥=2r—y+1
{ Yy =3r+y+2
¢ un’applicazione affine. Infatti ¢ = tzo f, dove @ = (1,2) e f: R? — R? tale che
flx,y) = (2¢ — y,3z + y). Essendo f un isomorfismo, ¢ puo considerarsi un cambia-
mento di riferimento affine da RA(Oxy) a RA(O'z"y’). Il cambiamento di riferimento da
RA(O'z'y) a RA(Oxy) si fa invertendo ¢, cioe
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Per quanto riguarda il problema del calcolo delle soluzioni, iniziamo con il seguente
teorema.

Teorema 5.2 (Teorema di Cramer). Sia AX = B un sistema di n equazioni in n
incognite, e sia det A # 0. Allora il sistema ammette un’'unica soluzione (z1,...,x,), le
cui componenti sono date da
[AW)|

Al

T =

dove A®) ¢ la matrice ottenuta da A sostituendo alla k-esima colonna di A la colonna
dei termini noti.

Il metodo di risoluzione di Cramer ha interesse prevalentemente teorico, poiché bisogna
conoscere preliminarmente determinante di A. In generale non conviene effettuare questo
calcolo, conviene utilizzare altri metodi, primo fra tutti il metodo di eliminazione di Gauss.

Il metodo di eliminazione di Gauss prescinde dalla conoscenza a priori di quei ranghi
ed inoltre ¢ facilmente programmabile sui calcolatori; percio ¢ comunemente usato nelle
applicazioni. Esso si basa sull’idea di ricondurre il sistema lineare di partenza ad un
sistema lineare che ha le stesse soluzioni ma che e pitt semplice da risolvere, ed e descritto
nel teorema [b.3|

Definizione 5.2. Siano A € K™, A € K" ¢ B € K™', B € K™''. Allora i
sistemi di equazioni lineari AX = B e A’X = B’ si dicono equivalenti se hanno le stesse
soluzioni.

Si noti che due sistemi equivalenti hanno le stesse incognite ma possono avere equazioni
completamente differenti, anche nel numero.

Proposizione 5.1. Sia A € K™", B € K™'. Allora le sequenti trasformazioni su
(A | B) danno una matrice (A" | B') tale che il sistema lineare AX = B ¢ equivalente al
sistema lineare A'X = B':

1. scambio di due righe;
2. moltiplicazione di una riga per un elemento k € K* =K\ {0};

3. sostituzione di una riga con la somma della riga stessa con un’altra riga di A
moltiplicata per un elemento k € K.

DIMOSTRAZIONE. Infatti, scambiare due righe equivale a cambiare I’ordine delle equa-
zioni del sistema, operazione che non ne cambia le soluzioni. Anche la moltiplicazione di
una riga per una costante non nulla non aggiunge o toglie soluzioni al sistema.

Si consideri ora il sistema A’X = B’ dove A = {(A',... A"+ kAJ,...,A™) e B =
{B',...,B'"+kB’,...,B™). Siano S, S’ gli insiemi delle soluzioni di AX = B, A’X = B/,
rispettivamente. Sia X € S. Allora lariga ¢ e la riga j del sistema AX = B sono equazioni
verificate da X: A'X = B'e A7X = B’. Dunque (A"+kA’)X = B'+kB’, quindi X € 5.
Viceversa sia X € S’. Allora la riga i e la riga j del sistema A’X = B’ sono equazioni
verificate da X: (A"+kA)X = B'+kB’ e A7X = B’. Dunque, moltiplicando la seconda
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condizione per k e sottraendola dalla prima si ha A'X = B’ pertanto X € S. Quindi
S=49. QED

Attenzione: per i sistemi di equazioni lineari mon é vero che operare per righe o per
colonne ¢ la stessa cosa. Operare per colonne significa modificare le incognite del sistema,
che & un’operazione che ne modifica le soluzioni.

Teorema 5.3. Siano A € K™" ¢ B € K™!. Allora il sistema di equazioni lineari
AX = B é equivalente al sistema di equazioni lineari SX = B’, dove le matrici S e
(S| B') sono a scalini.

DIMOSTRAZIONE. Infatti, le trasformazioni elementari sulle righe possono essere usate
per trasformare la matrice (A | B) nella matrice a scalini (S | B) per quanto dimostrato
nella proposizione 5.1l Ovviamente, anche la matrice S sara a scalini. QED

Una volta ridotto il sistema nella forma a scalini si possono presentare le seguenti
situazioni:

1. S ha p scalini non nulli e (S | B’) ha p + 1 scalini non nulli: questo implica che c¢’e
un’equazione nel sistema della forma 0 = BP™!, dove BP™! £ 0. Pertanto il sistema
e incompatibile, essendo presente una condizione mai verificata. Questa condizione
¢ anche responsabile del fatto che p =rgS #rg(S | B)=p+ 1.

2. S e (S| B’) hanno p scalini non nulli. Il teorema di Rouché-Capelli assicura che il
sistema ha soluzioni.

Se il sistema & compatibile, a partire dal sistema equivalente (S | B’) le soluzioni
si determinano nel modo seguente: si individuino le p colonne Sj, ..., S;, di S che
costituiscono il minore di S con determinante diverso da zero, secondo il lemma 3.1l Le
restanti colonne di S, S, ..., S,_, corrispondono ad altrettanti parametri che descrivono
I'insieme delle soluzioni. Il sistema di equazioni lineari

(Sjl, ceey Sjp)t(l’jl, ce ,l’jp) = —(Skl, ceey Skn,p)%ljku ce ,.Tknip) + B, (514)

ha esattamente una soluzione per ogni valore attribuito ai parametri g, ..., Tg,_,.

Sinoti che il sistema (5.1.4]) ha matrice triangolare superiore. Il sistema si puo risolvere
allindietro: 1'ultima equazione dipende da una sola incognita, che puo essere ricavata e
sostituita nelle equazioni precedenti, rendendo cosi la matrice diagonale.

Esempi.
1. Si risolva il seguente sistema

2v +y+ 2z =3,
—y— 9oz =1,
x+y=0.
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In notazione matriciale, si ha:

2 1 2|3 2 1 2| 3 2 1 2 | 3
0 -1 5|1 ]=>[0 -1 =5]| 1 10 -1 -5 |1 |=>
1 1 0 0 1/2 —11 —3/2 0 0 —7/21-1
2 1 0]17/7 10 0 17/7
S0 -1o0|17/7 )01 0|=17/7 ]|,
0 0 11 2/7 00 1| 2/7

dunque il sistema ammette 1'unica soluzione (17/7, —17/7,2/7).

2. Si consideri il seguente sistema
r+y+z+t=1,
rT+y+22=3,
2042y + 32+t =T.

La matrice del sistema ¢

111 11
112 013
2 2 3 117
Operando per righe
1 11 11 111 1 1 111 11
1120(3]—1001-1]2]—=1001 —-1]2
22 3 117 001 —115 000 011

Quindi, la matrice incompleta ha rango 2 mentre la matrice completa ha rango 3 (si
prenda la sottomatrice costituita dalle colonne 2, 3 e 5). Pertanto, per il teorema
di Rouché—Capelli, il sistema non ha soluzioni. Questo si puo comunque dedurre
dalla presenza della condizione impossibile 0 = 1 nella terza riga.

3. Si consideri il seguente sistema
2z —y + 3z =4,
T+ 2z =3,
3r — 2y + 4z =5.

La matrice associata al sistema lineare e

2 -1 3|4
1 0 2|3
3 =2 415
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Operando per righe si ha

2 -1 34 2 -1 3 | 4
1 0 2(3]|=10 12 1/2 |1 |,
3 -2 415 0 —1/2 —1/2 | -1

dove nell’'ultima matrice la terza riga si puo eliminare in quanto proporzionale alla

seconda. Si ottiene quindi

2 -1 3|4 N 2 0 416

0 1 1|2 01112 )"
Pertanto, sia la matrice incompleta che la matrice completa del sistema hanno rango
2. Secondo il teorema di Rouché-Capelli, il sistema ammette quindi oo! soluzioni.
Una delle variabili e, dunque, arbitraria: diventa un parametro. Scegliamo come
parametro z e poniamo, per questo, z = k. Le soluzioni sono tutti e soli i vettori
del tipo (3,2,0) + k(—2,—1,1), con k € R.

Appendice: variabili, incognite e parametri. E necessario stabilire la termi-

nologia usata per le quantita variabili. Queste quantita sono indicate da una lettera, e
rappresentano uno o pit elementi in un fissato insieme V', detto spazio delle variabili. Le
variabili possono essere di due tipi:

e le incognite, che sono variabili soggette ad una o piu condizioni (di solito equazio-

ni);

e i parametri, che sono variabili non soggette a condizioni, il cui valore puo essere

uno degli elementi di V' ad arbitrio.

Un sottoinsieme S C V puo essere rappresentato in uno dei seguenti modi:

e i suoi elementi possono essere tutti e soli gli elementi di V' soddisfacenti una o piu

condizioni (di solito equazioni); questa si dice (impropriamente) rappresentazione
cartesiana di S;

e isuoi elementi possono essere noti in funzione di uno o piu parametri; questa si dice

rappresentazione parametrica di S.

Esercizi.

e Discutere il seguente sistema, al variare di A € R, e risolverlo nei casi in cui e

compatibile
r—y=1
ANy+2=0
20 — Az =—1
r+y+z=1
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e Determinare il polinomio
P(z) = az® + ba® + cx +d

di grado < 3 tale che

Imponendo queste condizioni si ha

d=1
a+b+c+d=-2
—a+b—c+d=—6
8a+4b+2c+d=3

che ha un’unica soluzione: (a,b,c,d) = (3,—5,—1,1), e quindi P(z) = 32% — 5z* —
x + 1. Si verifichi che P soddisfa le richieste precedenti!

e Risolvere il sistema
T+ X2+ a3+ 224 =05
201 + 229 + 23+ 324 =8
4.T1 + 4ZL’2 + 3%3 + 7.1‘4 =18
X1+ To+ Xy = 3



CAPITOLO 6

AUTOVALORI ED AUTOVETTORI

Questa sezione ¢ dedicata allo studio di alcune proprieta degli endomorfismi che so-
no indipendenti dalla scelta di una particolare base. Tali proprieta rivestono notevo-
le importanza nelle applicazioni perché corrispondono a proprieta fisiche del modello
studiato.

6.1 Definizioni

Sia V' uno spazio vettoriale sul campo K e
f:V=Vv
un endomorfismo. Vogliamo vedere se esistono vettori xy # 0 tali che
f(zo) = Axo, A e K,

cioe vettori che dall’applicazione f vengono mutati di grandezza o di verso, ma non di
direzione.

Definizione 6.1. Un elemento A € K ¢ detto autovalore (o valore proprio, o valore
caratteristico) di f se esiste un vettore non nullo x tale che

flx) = Ax.

In tal caso, il vettore x si dice autovettore (o vettore proprio, o vettore caratteristico) di
f associato all’autovalore \.

Naturalmente, se A = 0, allora x € Ker f. Si noti anche come la definizione perda di
significato se si pone x = 0.

Lo studio degli autovalori ¢ uno degli argomenti piu importanti sia dal punto di vi-
sta teorico sia per le applicazioni dell’Algebra Lineare alla Fisica, all’Ingegneria ed alla
Chimica.

Infatti gli autovalori intervengono ogni volta che U'effetto f(x) di una applicazione sia
proporzionale alla causa x.

60
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In Fisica gli autovalori corrispondono agli assi principali di f, cioe sono assi di rotazioni
privilegiati. Se S e un solido, soggetto a forze, esso, a causa degli sforzi a cui e sottoposto,
si rompe lungo direzioni che sono quelle degli autovettori.

Gli autovettori corrispondono anche alle frequenze critiche di una lamina vibrante,
problema importante nella teoria dei microfoni. Si tratta, naturalmente, del fenomeno
delle risonanze, che si incontra con nomi diversi in molte branche della scienza.

Se x ¢ un autovettore per f, allora £(x) ¢ invariante per f, cioe
f(L(x)) € L(x).
Se A e un autovalore per f, allora si verifica facilmente che
V) Ez e V| fz) = Az} = Ker(f — Ady)

€ un sottospazio vettoriale di V', detto autospazi di f relativo all’autovalore A. Lo spazio
V(X) e costituito dal vettore nullo e da tutti gli autovettori relativi a A, quindi non puo
ridursi a 0, percio

dimV(\) > 1.
Il numero naturale dim V'(\) ¢ detto molteplicita geometrica di .
Proposizione 6.1. Se \,..., )\, sono autovalori di f distinti e se xy,...,x, Sso-
no autovettori di f corrispondenti agli autovalori dati, allora i vettori x,,...,x, sono

linearmente indipendenta.

DIMOSTRAZIONE. Per induzione, quando p = 1 la dimostrazione & banale.
Si consideri la combinazione lineare

pixy + -+ ppr, = 0. (6.1.1)
Applicando la f ad entrambi i membri si ha
flzy + -+ ppxy) =0 = Az + -+ Apppz, = 0.

Si consideri il prodotto A;(piz1 + -+ + ppxy) = 0, e si calcoli la differenza tra questa
identita e la precedente:

()\1 — )\Q)IUQ.’L’Q + -+ ()\1 — )\p)upa;p =0.

Per I'ipotesi del metodo di induzione, essendo i vettori (A; — A;)z; autovettori (non nullil)

relativi all’autovalore \; in quanto A\ — \; #0 (i =2,...,p),siha us =0, ..., u, = 0.
Dunque, sostituendo nell’equazione (6I1]) si ha pyzqy = 0, che implica gy = 0 poiché
x1 # 0. QED

LAltri autori usano la notazione Vj.
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Corollario 6.1. Nelle ipotesi della precedente proposizione, se \; # \; allora

V(A nV(x) = {0}

6.2 Polinomio caratteristico
Se A € K™ ¢ una matrice quadrata, chiamiamo polinomio caratteristico di A il

polinomio
def

Pa(X\) =det(A — M1d).
Nota 6.1. Altri autori pongono come polinomio caratteristico
def
Ax(N) =det(AId—A).

Allora Aa(N) = (—=1)" Pa(N).

Sviluppando il determinante per mezzo della formula (3:34]) si vede che
Pa(A) = cn (AN + o (DN o e (AN + ¢o(A),

dove ¢, (A) sono funzioni degli elementi della matrice A:

a1 (A) = (—1)" L r(A) = (=1)"? Za

co(A) = det(A).
Queste relazioni si dimostrano osservando che, se A — Al = (a;;), nella formula (3.3.4)si
ha @;; = a;j sei # j, e @; = a; — A se i = j. In particolare, per A = 0 si ha P4(0) = det A.
Essendo ¢, (A) # 0, Pa(\) € un polinomio di grado n.

Si chiama autovalore della matrice A uno scalare A € K in corrispondenza del quale
esiste un vettore non nullo X € K™! tale che

AX = )\X.
Teorema 6.1. Gli autovalori di A sono le radici in K dell’equazione Pa(\) = 0.
DIMOSTRAZIONE.
AX =)X & (A-)2d)X=0.

11 sistema omogeneo ammette autosoluzioni se e solo se det(A — A1d) = 0. QED
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L’equazione P4(A) = 0 & detta equazione caratteristica. Se K = C, campo algebrica-
mente chiuso, 'equazione P4(A) = 0 ha n radici in C, pertanto A ha in C n autovalori
contati con la loro molteplicita. Se K = R, gli autovalori di A sono le radici reali di
P4(X) =0. Se A € K & uno zero di P4()) di molteplicita k (si veda 1'osservazione [[LT] per
la definizione), si dice che A & un autovalore di molteplicita algebrica k.

Nota. Per trovare gli autovalori di una matrice, troviamo gli zeri di un polinomio.
Questa metodologia ¢ in un certo senso ‘reversibile’. Il calcolo degli zeri di un qualunque
polinomio

p(t) ="+ ap 1 t" - agt + ag

si puo ricondurre al calcolo degli autovalori della ‘matrice compagna’ di p, cioe della
matrice

0 1 0 0
0 0 1 0

A=
0 0 0 1

—ayg —a; —ag ... —Ap—1

Infatti det(A — A1d) = —p()\), dunque le radici di p(t) = 0 sono gli autovalori di A. Tut-
tavia, esistono infinite matrici che hanno il polinomio p(t) come polinomio caratteristico.

Per alcune matrici e facile calcolare il polinomio caratteristico. Infatti, se A € K™"
¢ triangolare (superiore o inferiore), allora det(A — A) = (a1 — A) -+ (@ — A). Gli
autovalori sono cosi gli elementi sulla diagonale di A.

Teorema 6.2. Se A ed A’ sono due matrici simili, allora Pa(\) = Pa(\).
DIMOSTRAZIONE. Sia A= B 'AB. Allora
Py(X) = det(A" — M\1d) = det(B'AB — AB™'B)
— det(B~1(A — A1d)B) = det(A — A1d) = Pa(\).
QED

Si osservi che quanto sopra esposto implica che tr A ¢ invariante per similitudini.

Teorema 6.3. Sia V uno spazio vettoriale su K di dimensione finita e sia f: V —V
un endomorfismo. Allora gli autovalori di f sono le radici in K dell’equazione Pa(\) = 0,
dove A = ME(f) e B ¢ una qualunque base di V.

DIMOSTRAZIONE.
x autovettore = f(zr)=Xz = (f—Aldy)(x)=0.

Fissata una base B di V, si ha ME(f — AIdy) = A — XI, dove ME(f) = A, dunque
(f — Ady)(z) = 0 ¢ rappresentato dal sistema omogeneo (A — A1d)X = O.

Il polinomio caratteristico € invariante per matrici simili, pertanto il risultato non
dipende dalla base B scelta. QED
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Nota. Si puo dimostrare che per trovare gli autovalori di un endomorfismo f: V —
V si puo anche operare con una matrice M%(f), dove C # B, ma bisogna tener conto del
fatto che la matrice di Idy in f — AIdy non sarebbe uguale alla matrice identita, ma ad
una matrice di cambiamento di base, cosa che complicherebbe notevolmente i calcoli.

Per i motivi sopra esposti si puo definire polinomio caratteristico di f il polinomio
caratteristico di una matrice di f rispetto ad una base qualunque.

Esempio. Trovare autovalori ed autospazi di
[iR =R f(z,y,2) = (—y,3,22).
Considerando la base canonica C di R? si ha
0 -1
0
0

0
A= M(f) = 0], det(A—AId)=(2- N\ +1)=0.
2

1
0
Dunque A ammette come unico autovalore reale A = 2. Troviamo ora 'autospazio V' (2) =
Ker(A —21d).

-2 =10 T 0
(A-2Id)X =0 = 1 -2 0 y|l =10
0 0 O z 0
S TR Y= ) = (4(0,0,1) | £ € RY = L(e)
r—2y=20 T 3
Sia ora
f: Cg - (C37 f(x,y,z) = (-y,$,22).
Allora f ha i tre autovalori distinti A\; = i, Ay = —i, A3 = 2. Si vede facilmente che

V) = L), w=(3,1,0)
V(/\Q) = E(Ug), Ug = (—Z, 1, 0)
V(/\g) = L(Ug), Uz = (0, 0, 1)

Si osservi che, in questo caso,
V(2) ={t(0,0,1) | t € C}.

I vettori {uy,us,uz} costituiscono una base B per C? rispetto alla quale la matrice di f &

(e}

Si verifichi che A ¢ simile ad A e che det A = det A, tr A = tr A.
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6.3 Endomorfismi semplici

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finita sul campo K.
Un endomorfismo f: V — V si dice semplice se esiste una base di V' costituita da
autovettori per f.

Se B = {uy,...,u,} ¢ una tale base, allora f(u;) = A\u; e
A0 0
3 0 A 0
M) =1 0T ’
0 0 An

cioe f ha una rappresentazione ‘semplice’ costituita da una matrice diagonale, Per questo
si dice anche che f e diagonalizzabile.

Se f & semplice e B = {ey, ..., e,} & un’altra base, allora, come & noto, ME(f) & simile
a ME(f).

Una matrice A € K™" ¢ detta diagonalizzabile se esiste una matrice D diagonale simile
ad A.

Si vede subito che non tutti gli endomorfismi sono semplici e quindi che non ogni
matrice ¢ diagonalizzabile. Per esempio, la matrice A = (§§) non ¢ diagonalizzabile: si
vede subito che non esiste una matrice invertibile P tale che O = P7'AP e O ¢ la matrice

che ha sulla diagonale gli autovalori di A, ossia la matrice nulla.

Proposizione 6.2. Dato uno spazio vettoriale V su K, e dato un endomorfismo
f:V =V, sia \g € K un autovalore di f. Allora si ha

1 <dimV () < ma(No),

dove mq (o) € la molteplicita algebrica di Ao come radice del polinomio caratteristico P(\)

di f.

DIMOSTRAZIONE. La disuguaglianza 1 < dim V' ()\g) € gia stata dimostrata.

Si ricordi che la molteplicita algebrica e stata introdotta nell’osservazione [L. 1l

Sia dim V' (A\g) = so. Sia B’ = {vy,...,vs,} una base di V(\g). Si completi B’ ad una
base B di V. Rispetto tale base si ha

min =4y 7)

dove B € Kon=s0 D ¢ Kn—s0n=% ed O € K" #0% ¢ la matrice nulla. Sviluppando il
determinante det(A — AI) con le formule di Laplace rispetto alla prima colonna si ha
det(A—AI) = (Mg — A) det(A” — \I), dove A’ & ottenuta da A togliendo la prima colonna
e la prima riga; continuando a sviluppare nello stesso modo si ottiene

det(A — M) = (A — \)™ det(D — ).
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Siccome A\ puo essere radice di det(D — AI) si ha sop < mg(XAo). QED

In particolare se Py(\) ha n zeri in K tutti distinti, appartenenti a K, allora m; =
1 Vi, quindi f & semplice poiché dim V' ()\;) = m; = 1 per ogni i. D’altra parte se
A1, ..., A, sono distinti allora autovettori corrispondenti uq,...,u, sono indipendenti e
quindi costituiscono una base. Si noti che 'avere n autovalori distinti ¢ condizione solo
sufficiente ma non necessaria. Ad esempio, O ed I sono certamente diagonalizzabili
(essendo diagonali) ma gli autovalori sono tutti coincidenti.

Teorema 6.4 (Criterio di semplicita). L’endomorfismo f: V — V ¢ semplice se e
solo se

1. tutti gli zeri Ay, ..., A\ di Pr(X) appartengono a K;

2. m; =dimV(\) Vi=1,...,r <n, dove m; & la molteplicita algebrica (osservazione
[1.1) dell’autovalore A;.

DIMOSTRAZIONE. Infatti, se f & semplice e B—{vy,...,v,} & una base di autovettori
per f la matrice A = ME(f) & diagonale, con gli autovalori sulla diagonale, in quanto
f(vi) = \v; = 0vg + -+ + Nuy + - -+ + Ov,. 11 polinomio caratteristico ¢ Pa(A) = (A —
A)" (A= Ap)™, dove Aq, ..., A, sono gli autovalori distinti di f e my, ..., m, le
rispettive molteplicita (si sviluppi il determinante secondo le colonne), quindi vale la
prima affermazione. Per la seconda, si osservi che ’autovalore \; si ripete m; volte sulle
colonne, Si vede subito che (A — A\;1)X = 0 ha come soluzioni v;, ..., Viim,: il sistema
ha n — m, righe non nulle della forma (\; — A;)x; = 0 per ¢ # j, che implica x; = 0 per
j # 4. Dunque dim V' (\;) = m;.

Viceversa, per ogni i si costruisca una base {v;, ..., Uitm, } di V(A;). Poiché > m; =
n e poiché autovettori di autovalori distinti sono indipendenti (proposizione [6.1]) I'insieme
{v1,...,v,} risulta indipendente, dunque ¢ una base. QED

Se f & semplice, indicato con V();) 'autospazio relativo all’autovalore \;, si ha
V=V(M\)& - d V().

Una base di autovettori di V' e ottenuta scegliendo in ogni autospazio una base. Da qui
segue anche

fsemplice < dimV =dimV(\)+---+dimV(\,).

Osservazione. Se A ed A’ sono matrici simili, sappiamo che P4(\) = Pa(\). Ma
se P4(A) = Pa/(\), allora A ed A’ non sono necessariamente simili. Le matrici

(00 , (00
=) (o)
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hanno lo stesso polinomio caratteristico (e quindi gli stessi autovalori) ma non sono simili.
Infatti, se lo fossero, dovrebbe esistere una matrice invertibile B = ( a 3) tale che BA =
A’'B. Da qui segue a = 0 = b, ma in tal caso det B = 0, ossia B non & invertibile.

Osservazione. Se A e diagonalizzabile, e facile calcolare le potenze di A. Infatti
A=B"'DB = A*=DB7'D'B,

e DF ¢ facile da calcolarsi essendo D diagonale.

Esempi ed esercizi.
o SiaV=R3eW = L(vy,v) dove v; = (0,3,1) e vo = (1,4,1).
1. Provare che f: W — R? definita da
flv) =(-1,5,2), flve) =(0,6,2),

¢ un endomorfismo.

2. Trovare gli autovalori di f: W — W.

1. Bisogna dimostrare che f(W) C W; basta che f(vq1), f(ve) € L(v1,v2), cioe
esistono a, b, ¢, d € R tali che

f(v1) = avy + buy, f(vg) = cvy + dus.

Segue facilmente che a =3, b= —1,c=2,d = 0.

2. Considerando B = {vy, v} come base di W si ha

3 2
By _
det(A—AId) =M -3A+2=0 = =12
Dunque gli autovalori di f: W — W sono A =1, 2.
e Se A € K™, provare che A e 'A hanno gli stessi autovalori.

e Se A, B € K™" ed A invertibile, provare che AB e BA hanno gli stessi autovalori
(Suggerimento: si osservi che A~'(AB — XN[)A = BA — \I).

e Dimostrare che se A ¢ un autovalore per f, allora \* (k € N~ {0}) ¢ un autovalore
per f*.

e Dimostrare che se f ¢ un isomorfismo e A un suo autovalore, allora A # 0 e A71 &
un autovalore per f1.

e Determinare gli autovalori di f nelle ipotesi f¥ =0 ed f* = Id.



CAPITOLO 7

SPAZI VETTORIALI EUCLIDEI

In questo capitolo sara introdotta un’ulteriore struttura algebrica sugli spazi vettoriali.
Questa struttura permette di introdurre il concetto di lunghezza di un vettore e di angolo
tra due vettori in spazi vettoriali generici, generalizzando gli analoghi concetti gia visti
per Vs.

Nota. In tutto il capitolo gli spazi vettoriali saranno di dimensione finita sul campo
dei numeri reali R.

7.1 Forme bilineari e forme quadratiche

In questa sezione sara introdotto materiale preliminare alle strutture metriche.

7.1.a Forme bilineari

Sia V' uno spazio vettoriale (di dimensione n sul campo R). Un’applicazione lineare
f:V — Rsidice forma lineare. Lo spazio vettoriale

V* ¥ Lin(V,R)

e detto duale di V. Per il teorema si ha dimV*=n-1=mn, quindi V* 2 V.

Definizione 7.1. Sia V uno spazio vettoriale, dim'V = n. Un’applicazione
B:VxV =R
st dice bilineare se e lineare in entrambi gli argomenti, cioe

B(x +xp,y) = B(x,y) + B(xp, y), B(Ax,y) = AB(w,y),
Blz,y +y) = B(z,y) + Bz, y), Bla, \y) = A\B(x,y),

per ogni x,xp,y,y7€ VeleR.

68
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Una forma bilineare § e detta simmetrica se

B(x,y) = Bly,r)  Vo,yeV;

¢ detta antisimmetrica o alternante se

Bx,y) = —B(y,x) Vx,yeV.

In tal caso (z,x) = 0 per ogni z € V.

Esempi. In R? siano x = (71, 73) e y = (y1, y2).

o 3:R2xR? - R, B(z,y) = z1y1 — T2¥> & una forma bilineare simmetrica.
o B:R2x R? 5 R, B(z,y) = | 7| & una forma bilineare antisimmetrica.
Se B = {ey,...,e,} ¢ una base di V, posto

aijd:efﬁ(ei,ej) ER, (i,jzl,...,n),

si dice che la matrice A = (a;;) ¢ la matrice associata a  tramite B; in simboli

Mi(B) = (Bles ;).

Si noti che, a rigore, si potrebbero impiegare due basi per rappresentare 5, una per ogni
argomento. Qui, per semplicita, ne sara usata solo una.
La conoscenza di Mpg(3) permette di calcolare 5(z,y) per ogni x,y € V. Infatti, se

T = E Ti€q, Yy = E Y€y,
i J
allora

5(£E,y) = 5(2 €T;€;, Zyjej) = Z inyj5<6i7ej) = Zaijxiyj = tXAY,
@ J i ij

dove 'X = (z1,...,x,) e analogamente per Y.
Si noti che

[ simmetrica < Mpg(f) simmetrica,

[ antisimmetrica < Mpg(/3) antisimmetrica.

Se cambiamo la base come cambia la matrice associata a 37
Se B' = {e},...,e,} & una nuova base allora f(z,y) = X’A'Y’. Indicata con B la
matrice (invertibile) che esprime il cambiamento di base da B a B’ si ha X = BX/,
Y = BY’, quindi
IXAY = {(BX')A(BY') = X'(‘BAB)Y’,
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da cui, tenendo conto del lemma [4.2]
A" ="BAB.

Matrici A e A’ legate dalla relazione precedente si dicono congruenti.  Si verifica
facilmente che la relazione di congruenza tra matrici € una relazione di equivalenza, e che
se A & simmetrica (antisimmetrica), allora A’ & simmetrica (antisimmetrica). Inoltre, se
A e A’ sono congruenti, allora det A’ = (det A)(det B)?, quindi si conserva il segno del
determinante.

Poiché 0x = 0, si verifica facilmente che

B(0,y) = B(0z,y) = 06(z,y) =0 VyeV,

e analogamente (x,0) = 0. Non vale il viceversa:

YyeV pBlx,y)=0 # x=0.

Se
YVyeV pBlr,y)=0 <& x=0
allora [ si dice non degenere. Ovviamente, se B = {ey,...,e,}, allora
f degenere <  Jx#0: [(z,e)=0 i=1,...,n.

Dunque, se x = (z1,...,x,) rispetto a B, allora

inﬁ(ei, 63]') =0 = Z Qi T; = O,

i=1 i=1
e cioe

B non degenere <& det A # 0.

Se A e A’ sono matrici congruenti, si prova che rg(A) = rg(A’), quindi possiamo

definire rg(S) d:efrg(A), dove A = Mp(B) rispetto ad una base qualsiasi. Se rg(A4) < n,
allora 8 ¢ degenere.

Esempio. Si consideri la forma bilineare simmetrica
5: RQ X RQ - R? 5(3:7?/) = T1Y1 — T2Y2
La matrice A = Mc(f) rispetto alla base canonica C &
1 0
()

Essendo det A = —1 # 0, la forma bilineare S € non degenere.
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7.1.b Forme quadratiche

Definizione 7.2. Sia V wuno spazio vettoriale (di dimensione n sul campo R), e
B:V xV — R una forma bilineare simmetrica. Si dice forma quadratica associata
a [ 1" applicazione

Q:V—-R, Qx) d:ef/B(x,x).

In una base si ha ’espressione

Q(z) = B(x,z) = Z aijvir; = 'XAX,
]
quindi la matrice di § puo essere considerata anche la matrice di Q).
Q ¢ detta quadratica perche

Q) = B, Ax) = \2(x, 2) = NQ(x).

Viceversa, data una forma quadratica () si puo costruire subito la forma bilineare sim-
metrica da cui proviene:

5la,y) = H(QUr +) ~ Q) — Q).
Infatti:

Qx+y) =B +yz+y)=0(z,z)+ 8(z,y) + By, z) + By, ).

L’insieme {x € V' | Q(x) = 0} si dice cono isotropo relativo alla forma bilineare simmetrica

Si puo provare che ogni forma bilineare simmetrica ) ammette una forma canoni-
ca,cioe¢ una rappresentazione di ) mediante un polinomio omogeneo privo di termini
misti. Piu precisamente si dimostra che:

Teorema 7.1. Siano V' uno spazio vettoriale (di dimensione n sul campo R), 5: V x
V' — R una forma bilineare simmetrica e Q) la corrispondente forma quadratica. Allora
esiste una base B' = {e}, ..., e, } rispetto alla quale B(e;, €)= 0 peri # j.

Quindi, rispetto alla base B’, la matrice A’ = Mpg/(f) e diagonale del tipo

of 0
0 @h) oo
P
A= 0 a, ... 0|’
0 0o ...
0 0

con o; = (e, el) £AOperi=1,...,pe e, e})=0sei>p. Quindirg(f)=pe

Q(z) = oy} + -+ + ajzy.
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Il teorema afferma che, considerata una matrice simmetrica A, esiste almeno una
matrice invertibile B ad elementi reali tali che A’ = 'BAB sia diagonale.

Si osservi che la forma canonica non e unica. Se troviamo un’altra base B” per cui
I5; (67’i, e ;) =0 peri # j, allora la forma canonica indotta potra avere coeflicienti o # o,
ma resta costante il numero dei coefficienti positivi, il numero dei coefficienti negativi, e
quello dei coefficienti nulli (teorema di Sylvester). Anzi, quei coefficienti non nulli si
possono scegliere in modo tale che o = £1.

Innanzitutto ordiniamo i vettori di B’ in modo che

a; >0 1<i<s,
ai <0 s+1<i<p,
a; =0 p+1l1<i<n.

Allora, a partire da BB’ costruiamo una nuova base {E;} in questo modo:

def €
= de .
;= —t se a; >0
/
V&
def €
L ogef €
i se a; <0
5 def
;= ¢l se ;=0

Rispetto alla nuova base la matrice associata a 3 e

Id, O O
O -Id,, O
O 0 O,

dove Id;, € R™" & la matrice identita e O,—p quella nulla. II cambiamento di coordinate
ha, dunque, la forma

X; =/l se o > 0,
_ 1,/ /

X =/ —diz; se a; <0,

Xi=u; se a; =

Si ha la forma normale (di Sylvester) di @

Q)= Xi+ o 4 X2 X2y == X2

p

Il numero s si dice indice di positivita di (), il numero p — s indice di negativita di @, il
numero n — p indice di nullita di ). La coppia (s,p — s) (o la terna (s,p — s,n — p)) si
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dice segnatura di ). Una forma quadratica ) si dice

semidefinita positiva

Q(x) >0Vr eV
Q(z) >0Vr eV 0

definita positiva

S I R

semidefinita negativa Qz) <0Vzx eV

definita negativa Q(r) <OV eV N0

indefinita dr,yeV :Q(z) >0, Qy) <0.

Equivalentemente

semidefinita positiva & (s,p—35)=(p,0), p<n,
definita positiva & (s,p—s)=(n,0)
semidefinita negativa < (s,p—s)=(0,p), p<n
definita negativa & (s,p—s)=(0,n)
indefinita & (s,p—358), s#0, p#s

In particolare, ) € non degenere se p = n.

Esempi.

o 3: R2ZxR? = R, B(x,y) = 2191 + Tays. Siha Q(x) =22 + 23, e

quindi @) e definita positiva.

e 3: R xR = R, B(r,y) = z1y1 + Toy2. Si ha Q(z)

= 23 + 23, dunque Q &
semidefinita positiva, poiché @Q(v) = 0 con v = (0,0,1) # 0.

o 3: R2xR? - R, B(z,y) = 2191 — Toyo. Siha Q(z) = 2?2 — 22, dunque Q ¢ indefinita.

7.2 Prodotti scalari

In questa sezione sono oggetto di studio le proprieta dei prodotti scalari, cioe delle
forme bilineari simmetriche definite positive. Questi oggetti generalizzano la nozione
analoga introdotta nello spazio V3 ad uno spazio vettoriale arbitrario e permettono quindi
la generalizzazione della geometria euclidea a spazi vettoriali arbitrari.
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7.2.a Definizione

Definizione 7.3. Sia V wuno spazio vettoriale (di dimensione n) sul campo R. Si
chiama prodotto scalare o metrica su V' un’applicazione

g:VxV =R

bilineare, simmetrica e definita positiva.

Se si usa la notazione piu usuale u - v = g(u, v), allora le proprieta di g si traducono
nelle seguenti:

1. distributivita:

— — —

u-(v+v)=u-v+u-v, (u+u)-v=u-v+u-uv;

2. omogeneita:

u- (Av) = A(u-v), (Au) -v = Au-v);

3. commutativita: u-v =wv - u;

4. essere def. positiva: u-u > 0 per ogni u #0,dacuiu-u=0< u=0.

Definizione 7.4. Si dice spazio vettoriale euclideo uno spazio vettoriale V' sul campo
R, di dimensione finita, dotato di un prodotto scalare g.

Nota 7.1. Dalla proprieta 4 seque anche che
Vo u-v=0 = u=0;

per dimostrare questo fatto, si prenda v = u.

Esempi ed esercizi.

V=V u- Ud:efHuH ||v|| cosuv & un prodotto scalare.

V=R" u=(uy,...,u,), v=(vy,...,v,), allora & un prodotto scalare

def
UV =UV1 + -+ UpVUp

V =R2 g(u,v) d:efulvl + 21109 + Susve non ¢ un prodotto scalare.

def N
V =R? g(u,v) = uyv; — ugvy non & un prodotto scalare.

def n

o V=R"" g(A B)=>,_, aibi ¢ un prodotto scalare.

L Altri autori usano la notazione g(u,v) = (u,v)
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o V=R"" ¢ (A, B) iy (A'B) & un prodotto scalare. Infatti ¢’ & bilineare e
g (B,A) =tr(B'A) =tr ((B'A)) = tr (A'B) = ¢'(A, B).

Inoltre, ¢’(A, A) =Y .. a? > 0 se A # O. Dimostrare che, sen =2, g =¢'.

ij Qij
Il numero

— def
lilly = v/g(u,u) =0

si dice norma, o lunghezza, o modulo di u rispetto a g. Si ha
[Aullg =/ g(Au, Au) = [A[[|ully-
In poche parole,

lull; = Q(u),
dove @ ¢ la forma quadratica associata a g. Inoltre (paragrafo [.1.DI)

1
g(u, v) = S (Il +vllg = llully = [IV1I3).

Si dice che due vettori u,v € V sono ortogonali (rispetto a g) se g(u,v) = 0, e si
scrive u L4 v, o anche u L v. In tal caso, vale il seguente teorema di Pitagora per spazi
vettoriali euclidei

lu+ ol = llull} + [Jol]5.
Se u,v € V, poniamo
disty (1, v) < flu — o],

distanza di u da v (rispetto a g). Infatti, se u = OP e v = 0Q, allora dist,(u,v) =
disty(P, Q) = 1P — Qll

Teorema 7.2 (Disuguaglianza di Schwarz). Se V' é uno spazio vettoriale euclideo con
prodotto scalare g e u,v € V, allora

l9(u, ) < [lullg [[v]l,,
l9(uw, )| = llullg[lvlly = ulv.

DIMOSTRAZIONE. Se v = 0 o u = 0, la disuguaglianza e banale. Se u # 0 e v # 0 si
consideri u + Av, per A € R. Allora

p(A) = llu+ Ml = llullg +2Ag(u, v) + A|lv]lg > 0.

Da proprieta delle disequazioni (o da semplici considerazioni geometriche sulle parabole)
si deduce
g(u,v)* = [lullg [[o]l <0,

da cui la conclusione. QED
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Dalla precedente disuguaglianza si ha il seguente teorema.

Teorema 7.3 (Disuguaglianza di Minkowski o triangolare). Se V' ¢ uno spazio vet-
toriale euclideo con prodotto scalare g e u,v € V', allora

Ju+vllyg < llullg +lvlly-
DIMOSTRAZIONE. Infatti
lu+ vl = g(u+v,u+tv) = [lull +2g(u,v) + vl < [lull; + 2lg(u, v)] + [l
< lullg +2lllg Ivllg + 0l = (lullg + llvllg)*.
QED

Come sopra,

lu+vlly = llullg +llvlly < w=kv, k>0.
Dalla disuguaglianza di Schwarz segue anche

o) _ lg(u,v)

[ullg lvllg = llullg lI0llg

<1,

quindi possiamo definire il coseno dell’angolo uv (se u,v # 0) cos

— def g(u,v)
COSUV = 77—
[ullg llv]lg

Naturalmente la definizione e stata suggerita dal caso dei vettori geometrici dove il
prodotto scalare e quello standard.

7.2.b Ortonormalizzazione

Premettiamo il seguente lemma.

Lemma 7.1. Se {uj,...,u;} sono vettori di uno spazio vettoriale euclideo tra loro
ortogonali e non nulli, allora essi sono indipendenti.

DIMOSTRAZIONE. Sia Aju; + --- + Ayur = 0. Moltiplicando scalarmente per u;, e
tenendo conto che g(u;,u;) =0sei# jsiha\, =0perognii=1,... k. QED

Sia V' uno spazio vettoriale euclideo con prodotto scalare g. Si dice che una base
B ={uy,...,u,} di V & ortonormale se

0 sei# 7,
g<ui7uj> =

1 sei=j.

Geometricamente, cio significa che i vettori sono perpendicolari tra loro e di lunghezza
unitaria.



7.2. Prodotti scalari 7

Teorema 7.4. Ogni spazio vettoriale euclideo ammette una base ortonormale.

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione ¢ costruttiva. Si fa vedere come da ogni base
{u;}1<i<n si pud costruire una base ortonormale {e¢;}1<;<, con un procedimento detto
ortonormalizzazione di Gram—Schmidt.

Sia, dunque, {u;}1<;<, una base in uno spazio vettoriale euclideo con prodotto scalare

g. Al primo passo si pone:
def U1

e = —.
[l
Al secondo passo, si vuole costruire un vettore e, con queste proprieta:

1. € & combinazione lineare di €1 e uy;

2. €, ¢ ortogonale a e;.

Si puo porre ey = ug + Aje; (il coefficiente di ug si puo porre uguale ad 1 per il momento).
Allora la condizione g(ej, e;) = 0 da Ay = —g(ug, e1). Tuttavia e} non ha ancora lunghezza

1, quindi si pone e % Sinoti che I impropria lunghezza di €, ¢ dovuta al fatto che

lleallg ”
si e posto il coefficiente di uy uguale a 1.

Pitu in generale si dimostra facilmente che

h—1

def €
e, = up — Zg(uh, e;)éi, ep = —I—.
<,

QED

Si noti che il vettore g(us, e1)e; € la proiezione ortogonale di ug nella direzione di e;.
Il metodo di Gram-Schmidt consiste nel trovare la componente di us ortogonale ad e
come la differenza tra us e la sua proiezione ortogonale su e;.

Le basi ortonormali sono molto utili anche perché, rispetto a tali basi, la matrice
associata e la matrice identita ed il prodotto scalare assume la forma standard

T y):inyl-:tXY, Hfo]:Zx?:tXX
i=1 i=1

Proposizione 7.1. In uno spazio vettoriale euclideo V' siano B = {ey,...,e,} eC =
{fi,. .., fa} due basi ortonormali. Allora la matrice del cambiamento di base P = ME(1d)
¢ una matrice ortogonale, ossia 'P = P~1.

DIMOSTRAZIONE. Sia f; = > p;je;. Allora
n n
g(f5, i) = szgezu Zpklek Z pijpug(eier) = Zpkjpkl = ("PP)j.
ik=1 k=1

Pertanto ("PP);; = 0 se j # l mentre ("PP);; = 0se j = [, dunque 'PP = I. Moltiplicando
quest’identitd per P! a destra si ottiene ‘P = P~ 1. QED
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Si noti che le colonne (le righe) delle matrici ortogonali sono una base ortonormale di
K"; questo ¢ equivalente a dire che PP = I. Infatti le colonne di ‘P sono le righe di P,
moltiplicate scalarmente nel prodotto tra matrici con righe di P.

7.2.c Complemento ortogonale

Sia V' uno spazio vettoriale euclideo con prodotto scalare g ed U C V un suo sotto-
spazio. Il seguente sottoinsieme di V'

ULd:ef{xE Vi]glz,u) =0Vue U}

¢ detto complemento ortogonale di U. Si lascia al lettore di provare che U+ & un
sottospazio vettoriale di V.

Teorema 7.5. Sia V uno spazio vettoriale euclideo con prodotto scalare g. Sia U un

sottospazio di V. Allora:
V=UeU, (7.2.1)

DIMOSTRAZIONE. Si consideri una base ortonormale {e;,...,e,} di U. Si completi
questa base ad una base {eq,... ey, Upt1,...,0,} di V. Si applichi il metodo di Gram-
Schmidt a questa base; i primi p vettori non cambiano, mentre i successivi, in generale,
si. Si ottiene una base ortonormale B = {eq,...,e,} di V dove i primi p vettori sono in
U. Posto W = L({€ps1,---,€n}), se si dimostra che W = U~ il teorema & dimostrato.
Infatti ¢ chiaro che V' = U & W: qualunque vettore non nullo in comune tra U e W
contraddirebbe 'indipendenza dei vettori della base B.

Sia x € W; allora x = A\pp1vp41 + -+ + Ayv,. Allora per ogni u € U, posto u =
A1v1 + - 4+ Ay, si ha, applicando la bilinearita,

g(z,u) = g(her + -+ Apep, Appieppr + -+ Aney) =
Arg(er, Apg1€pr1 + -+ Anen) + - F Apg(ep, Apy1€py1 + -+ Anen) =
MApig(er, epr1) + -+ M Aug(er, en) + - -
s ApAprg(eps €pr1) + o+ ApAng(ep, €,) = 0,

dunque z € U+,
Sia x € U*. Si supponga che & = \je; 4+ -+ 4+ \e,. Peri=1, ..., psiha

0=g(x,e)=gAer+ -+ Aen, €)=
Agler,e) + -+ Anglen, ) = Nigles, €;) = A

Dunque x = Apr1€p41 + -+ Aye, € W
Pertanto, W = U™, QED

Si possono dimostrare le seguenti proprieta del complemento ortogonale di due sotto-
spazi U, W di uno spazio vettoriale euclideo W':
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1. U= (U
2. (U+W)t=Utrnw
3. (UnW)t=Ut+w,

Come conseguenza del teorema precedente, ogni vettore x € V' si decompone in modo
unico come segue

r=2xy+IyL.
Essendo la base ortonormale si puo facilmente dimostrare che
n
T = Z)\Z-e,- = N\ =g(z,€);
i=1
gli scalari \; sono detti coefficienti di Fourier di x. Segue che
p n
Ty = Z/\ieia Tyt = Z Ai€i,
=1 i=p+1

con \; = g(x,e;). 1l vettore i & detto proiezione ortogonale di x su U: infatti zy € U e
xr — xy € UL, cioé & ortogonale a U.
Si dimostra facilmente che I'applicazione

pu: V=V, o—ay (7.2.2)

e lineare. Questa applicazione e detta proiezione ortogonale su U e si vede facilmente che
p} = py. Infatti se z € U allora py(z) = z, mentre se z € U allora py(z) = 0, cioe
Impy = U, Kerpy = U+,

7.2.d Applicazione aggiunta

Proposizione 7.2. Sia f: V — V un’applicazione lineare dallo spazio euclideo V
(con prodotto scalare g). Allora esiste una ed una sola applicazione lineare f*: V — V
tale che

9(f(x),y) = g(x, [*(y)) VeeV, VyeW
Se B ¢ una base ortonormale per V e B’ é una base ortonormale per W, allora
ME(f*) = (ME(f)).

DIMOSTRAZIONE. Sia B = {ey,...,e,} unabase ortonormale di V. Allora, se ME(f) =
(ai;), posta MZ(f*) = (aj;) la matrice da determinare, 'equazione da risolvere &

g(f(ei),ej) = glei, f(e5)).
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Si ha
n n
g(f(ei),e) = 90O anien,e;) = D ariglex, €;) = aji,
k=1 k=1
n n
glei, f*(e5)) = gles, Zal:jej) =) apg(eier) = aj,
k=1 k=1
da cui l'incognita a;; ¢ univocamente determinata come aj; = aj;. QED

L’applicazione lineare definita nella proposizione precedente e detta aggiunta di f.
Se le basi non sono ortonormali, il legame non e cosi semplice. Si osservi che se fi,
f2: V' — V sono endomorfismi, allora

(fiofa)" = f3o f7.

7.2.e Endomorfismi simmetrici

Un endomorfismo f di uno spazio vettoriale euclideo V' con prodotto scalare g si dice
simmetrico (o autoaggiunto) se f = f*, ossia

g(f(x),y) =gz, f(y))  Vo,yeV.

Se B & una base ortonormale, allora la matrice A associata ad f (cioe tale che f(X) = AX)
¢ simmetrica, essendo 'A = A.

Esempio. Se U C V e un sottospazio, allora 'applicazione py: V =V, z +— zy €
un endomorfismo simmetrico. Infatti, se x, y € V, allora v = 2y + 2y e y = yy + yyr.

pu(®) -y = pu(zy +2p1) - (Yo +yur)
= (pu(2v) + pu(zys)) - (Yo + yor)
=y - (yu +yur)
=2y " Yu,
z-pu(y) = (2v +xyL) - yu
=Ty " Yu-

Gli endomorfismi simmetrici sono molto importanti per il seguente teorema.

Teorema 7.6. Sia V uno spazio vettoriale euclideo (sul campo R) con prodotto scalare
g. Se f: V=V e un endomorfismo simmetrico, allora

1. le soluziont dell’equazione caratteristica sono tutte reali;
2. f ammette una base ortonormale di autovettori.

Ne segue che
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1. ogni endomorfismo simmetrico f di V' e semplice e V' & somma diretta degli autospazi
di f a due a due ortogonali;

2. ogni matrice reale simmetrica A ¢ diagonalizzabile ortogonalmente, ossia
D ='BAB,
con D matrice diagonale e B matrice ortogonale (‘B = B™1).

Osservazione 7.1. [l teorema precedente da un metodo standard per ridurre a forma
canonica una forma quadratica Q). Sia A la matrice di QQ; A é simmetrica, dunque D =
'PAP dove P ¢ ortogonale e D diagonale. D ¢ la matrice di Q rispetto ad una nuova
base, ed ¢ anche una forma canonica di Q.

7.2.f Caso particolare n = 2: le coniche

Sia V' uno spazio vettoriale euclideo di dimensione 2 con prodotto scalare g, ed f: V —
V un endomorfismo simmetrico. Allora f ha due autovalori Aj, Ay € R.

e Sia A\; # Ay, Allora dimV()\;)) = 1 e V(A\;) L V(Ag). La base ortonormale di
autovettori, rispetto cui f si presenta in forma diagonale, e costituita da un versore
di V(A1) e da uno di V(\y).

e Sia \; = Ay = A. Allora f = Aldy e V(A) = V. Ogni base ortonormale ¢ una base
ortonormale di autovettori di f.

Sia B una base ortonormale e

A= = (1 o).

Q21 A22

Allora Qf(x) = an? + 2a127179 + axpri. Per quanto sopra detto, esiste una base
ortonormale di autovettori B = {e, €,} rispetto alla quale @) assume la forma canonica

Q(x) = Alx’? + )\gx’g.
Quanto detto e utile per la riduzione a forma canonica di una conica
C: a11x2 + 2a12xy + a22y2 + 2@131’ + 2a23y + asz = 0.

Posto v = (z,9) e Q(v) = a1 2% + 2a197y + axy? si pud trovare una base ortonormale di
autovettori rispetto alla quale ) assume la forma canonica, quindi

C: M2’ + Moyf* +2d'2" + 26y + ¢ = 0.

Distinguiamo due casi.
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1. Sia A\j Ay # 0. Tramite la traslazione
T=1a — xg, 7=y —yo,

dove (z9,o) € il centro di C (punto in cui f, =0 = f,), si puo portare 'equazione
di C alla forma canonica
C: MZ%+ N> +d=0.

AtAg >0 = ( ellisse,
AAg <0 = C iperbole.

Se d # 0 si ritrova la classificazione delle scuole superiori ponendo

5.2 ~2

X Yy

o | —d

1M
—d

1_‘2

Si noti che se entrambi i segni sono negativi si ha un’ellisse immaginaria. Se d =0
si hanno casi degeneri.

2. Sia A\ = 0. Se A1 # 0 e Ay = 0, tramite un’opportuna traslazione si ottiene la
forma canonica
M2 +dy =0,

da cui se d # 0 la familiare forma dell’equazione di una parabola, i = 2pz?, ponendo
2p = A\1/(—d). Se d = 0 si ottengono casi degeneri.

7.2.g Caso particolare n = 3: le quadriche

Sia V' uno spazio vettoriale euclideo di dimensione 3 con prodotto scalare g, ed f: V —
V un endomorfismo simmetrico. Allora f ha tre autovalori \;, Ao, A3 € R.

e Siano Ay, A9, A3 distinti. Allora dim V' ()\;) = 1 e una base ortonormale di autovettori,
rispetto cui f si presenta in forma diagonale, ¢ costituita dai vettori {e], €}, €5} con
ei € V(\;) e di modulo unitario.

o Sia A\; = Ay # A3. Allora dim V(A1) = 2, dim V(A3) = 1, e una base ortonormale
di autovettori, rispetto cui f si presenta in forma diagonale, e costituita dai vettori
{€], e}, e} con €}, e, € V(A1) ortonormali e e € V(A3).

e Siano A\; = Ay = A3. Allora f = A1Idy e V(A1) = V. Ogni base ortonormale ¢ una
base ortonormale di autovettori di f.

Sia B una base ortonormale e A = ME(f). Allora

Qs(z) = anx® + gy’ + assz® + 20120y + 201302 + 2093y 2.
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Per quanto sopra detto, esiste una base ortonormale di autovettori B’ rispetto alla quale
Q; assume la forma canonica Q;(z') = \a'” + Aoy’ + A3z,

Quanto detto e utile per la riduzione a forma canonica di una quadrica, che si puo
scrivere nella forma

¥ Qp(2') + 2ai 2" + 2ahy + 2a4,72" + aly = 0.

Se A\1AgA3 # 0, tramite una traslazione nel centro della quadrica (punto in cui f, = f, =
f. = 0) si ottiene la forma canonica

MT? + Aol + A322 4+ d = 0. (7.2.3)

Esaminando i diversi casi, se d # 0 si perviene ad una delle seguenti forme:

~2 ~2 22
T 0 z .

b + 7 + 5= 1 ellissoide reale

~2 ~2 22

T z

— + y—2 +—==-1 ellissoide immaginario

a b c

jQ g2 52

e | iperboloide ad una falda (o iperbolico)
a? b2 2

~2 =9 2

————— =1 iperboloide a due falde (o ellittico)

Se nell’equazione dell’ellissoide o dell’iperboloide ad una falda si ha a = b, il solido risulta
di rotazione intorno all’asse z. Infatti 'intersezione con z = cost € una circonferenza con
centro sull’asse z.

Se uno degli autovalori & nullo (escludendo casi degeneri) si perviene alle forme

5/,2 g2

—+5 =22 paraboloide ellittico

a b?

@? g o .
— -5 =2z paraboloide iperbolico
a b?

Se nell’equazione ((T.23]) poniamo d = 0 si ottiene I’equazione canonica di coni quadrici
(di vertice I'origine, che risulta un punto doppio). Piu precisamente

i.Q g2 22

—+=5+—==0 cono con generatrici immaginarie
2 2 2

a c

i'2 g2 22 o )

—+=5—-——==0 cono con generatrici reali

a2 b2 2

Se @ = b si ha un cono di rotazione intorno all’asse z.
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I cilindri quadrici sono le quadriche rappresentate con i seguenti tipi di equazioni

canoniche:

5.2 ~2

% i ?;_2 —1 cilindro ellittico

=2 ~2

% _ ?;_2 =1 cilindro iperbolico
2 = 27 cilindro parabolico

Altri casi con degenerazioni maggiori sono

5.2 ~2

b + i 0 due piani immaginari coniugati
jZ ,gQ

poa i 0 due piani reali e distinti

a

2 =0 piano contato due volte

Esercizio. Trovare I’equazione canonica della superficie

Y a? 4 20y 4+ 2y° + 202 + 2yz + 22+ 4 +3=0.

Si verifichi che si tratta di un paraboloide ellittico usando la regola di Cartesidd applicata
al polinomio caratteristico.

Figura — 7.1: Ellissoide

2Se tutti gli zeri del polinomio sono reali, allora il numero degli zeri strettamente positivi coincide con
il numero delle variazioni di segno della successione ordinata dei coefficienti.
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Figura — 7.2: Iperboloide ad una falda

N

= =
NSNS
o=
o= N
=z —
S s

Figura — 7.3: Iperboloide a due falde

Figura — 7.4: Cono
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Figura — 7.5: Paraboloide ellittico

=
=
7= —
T
SSSSS

Figura — 7.6: Paraboloide iperbolico

Figura — 7.7: Cilindro ellittico
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I

i

i

(e

Figura — 7.8: Cilindro iperbolico
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7
i
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A
TR
o
\ N/N/N
AN

\
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A

Figura — 7.9: Cilindro parabolico
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7.3 Trasformazioni ortogonali

In questa sezione verranno studiate le funzioni tra spazi vettoriali euclidei che con-
servano i prodotti scalari. Tali funzioni conservano anche le distanze, le lunghezze e gli
angoli.

7.3.a Definizione

Sia (V, g) uno spazio vettoriale euclideo. Un endomorfismo f: V — V si dice trasfor-
mazione ortogonale se

g(f(z), f(y) = g(x,y)  Vr,yeV,

cioe se f e un’applicazione che conserva il prodotto scalare. In particolare, f trasforma
basi ortonormali in basi ortonormali.

Teorema 7.7. Sia f un endomorfismo di uno spazio vettoriale euclideo V' con pro-
dotto scalare g. Le sequenti condizione sono equivalenti:

1. g(f(x), f(y)) = g(x,y) per ogni v,y € V;

2. ||f(x)lly = llxlly per ogniz € V;
3. f*of=Idy = fo f*, ossia f* = f~!;

4. per una base ortonormale B = {ey,...,e,} si ha che f(B) = {f(e1),..., f(en)} €
una base ortonormale di V.

DIMOSTRAZIONE. (1) = (2). Si ponga z = y.
(2) = (1). Segue tenendo conto del fatto che

29(z,y) = llz +yllg — =l = Iyl

e analogamente per f(x) e f

e f(y).
(1) = (3). Infatti g(f(z), f(v)) = g(x, f*(f(y))) perogniz,y € V. Mag(f(z), f(y)) =
g(x,y), quindi

gz, (f*(fy) —y) =0 Ve,yeV = [f(fly)=y Y.

Per laltra uguaglianza, da g(f(z), f(w)) = g(z,w) e g(f(2), f(w)) = g(z, [*(f(w)))
ponendo z = f*(z) e y = f(w) si ha la tesi, ovvero f(f*(y)) = y.

(3) = (1). Per definizione g(f(x), z) = g(z, f*(2)) per ogni x,z € V. Posto z = f(y)
e ricordando che f* = f~! si ha la tesi.

(2) < (3). Segue tenendo conto le equivalenze sopra dimostrate.

(4) equivale a dire che g(f(e;), f(e;)) = glei,e;). E facile rendersi conto del fatto
che se I'uguaglianza e verificata su una base ortonormale allora e verificata su tutto V' e
viceversa. QED
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Dal punto (2) segue che

dist(f(z), f(y)) = I/ (@) = f(W)llg = Iz — ylly = dist(z,y),

cioe f & una isometria (lineare), cioé f conserva le distanze.
Dal punto (3) segue che, indicata con A = ME(f) la matrice di f rispetto ad una
base ortonormale B, si ha

UA=Td=AA = U=A"

cioe A & una matrice ortogonale.
Dal punto (3) segue anche che f ¢ un isomorfismo.

Proposizione 7.3. Sia V uno spazio vettoriale euclideo con prodotto scalare g, e sia
f:V =V una trasformazione ortogonale. Gli eventuali autovalori (reali) di f sono £1.

DIMOSTRAZIONE.
fle)=2xz = |[[f(@)ly = [[Azlly = [Alll]ly-
Ma || f(z)|ly = ||z]|4 da cui la tesi, essendo ||z, # 0. QED

Osservazione. Una matrice reale simmetrica A si puo diagonalizzare mediante una
matrice ortogonale B, cioe data A esiste B ortogonale tale che

D =B 'AB='BAB

sia diagonale. In tal caso A e simile a D ma anche congruente a D. Sinoti che una matrice
ortogonale in generale non e diagonalizzabile, come mostra 1’esempio A = ((1) o ) Infatti
il polinomio caratteristico di A non ha zeri reali.

Esercizio. Sia U un piano di R?. La proiezione py: R?* — R? non ¢ una trasforma-
zione ortogonale poiché non € una isometria.

7.3.b Gruppo ortogonale

Il sottoinsieme

O(n;R)EfA e R™ |4 = A"} Cc R™™

¢ un gruppo rispetto alla moltiplicazione tra matrici (verificarlo!). Si ha

O(n;R) =0T (n;R) U0~ (m; R),
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dove

Ot (n;R) L&A € O(n;R) | det A = 1},
O (n:R) (A € O(n;R) | det A = —1}.

Si vede facilmente che O (n;R) & un sottogruppo di @(n;R), mentre non lo ¢ O~ (n; R).
Le matrici di O (n;R) rappresentano cambiamenti di basi ortonormali equiverse, mentre
quelle di O~ (n;R) contraverse. Le matrici di OF(n;R) sono dette matrici di rotazioni,
quelle di O~ (n; R) sono dette matrici di ribaltamenti.

Vedremo subito la motivazione di questi nomi.

Caso particolare n = 2. Se A € 0" (2;R), allora essa ha la forma

A (Cosgo —singp) _ R(y).

sing  cosp
Si verifichi che R(y) - R(v) = R(p + ).
La trasformazione ortogonale f4: R? — R? tale che f4(X) = AX ¢ una rotazione
di angolo ¢. Se ¢ # km, k € Z, 'unico vettore fisso ¢ il vettore nullo e non esistono
autovettori per f. (Le radici dell’equazione caratteristica non sono reali.) Per ¢ = k7 si

ha R(p) = £1d.
Se A € O (2;R), allora essa ha la forma

AR

sing —cosp

Si verifichi che S(p) - S(¥) = R(p — ).
La trasformazione ortogonale f4: R? — R? tale che f4(X) = AX ha autovalori &1 e
autospazi

V(L) ={(z.y) € R |y =tz £}

V(1) = {(.y) € |y =tz (5 + )}

Le rette V(1) e V(—1) sono tra loro ortogonali, e V(1) ¢ il luogo dei punti fissi. f4 si dice

ribaltamento o simmetria assiale (rispetto alla retta V(1)). L’endomorfismo f4 ¢ semplice

ed A = S(p) ¢ simile alla matrice S(0), che esprime il ribaltamento intorno all’asse =,

mentre, ovviamente, S(¢) esprime il ribaltamento rispetto alla retta y = z tg(¢/2).
Esercizi.

e Si verifichi che R(p) - S(0) = S(y), e si interpreti geometricamente il risultato.
e Calcolare S(0) - R(¢p).



7.3. Trasformazioni ortogonali 91

e Dire se O(2;R) e O"(2;R) sono gruppi commutativi.
e I vero che R(—p) = —R(¢)?

e Provare che le simmetrie assiali generano tutti gli elementi di O(2;R).

Caso particolare n = 3. Sia f: R* — R® una trasformazione ortogonale e consi-
deriamo il sottospazio dei vettori fissi

U={zeR| f(z) =2}

Si puo dimostrare che

dimU =3 = f identita

dimU = 2 = f simm. ort. risp. U
dimU =1 = f rotaz. intorno U
dimU =0 = [ rotosimmetria

dove per rotosimmetria si intende la composizione di una rotazione intorno ad una retta
e di una simmetria rispetto ad un piano. Se B ¢ una base ortonormale contenente una

base di V(1) e A= ME(f), allora, posto U = V (1), nel caso U # {0},

dimU =3 = A=1Id
-1 00
dimU = 2 = A~ 0 10
0 01
10 0 Lo )
dimU =1 = A~ |0 cosp —sing :(0 R((IO)):R(QO>
0 singp cosy
dim U = 0 = A (4' 0)—5()
0 R(p)) 7Y

Osservazione. Una trasformazione ortogonale con determinante positivo, cioe¢ una
rotazione, o ¢ I'identita o ¢ una rotazione propria intorno ad una retta (teorema di Eulero).

Nota. Sia V uno spazio vettoriale euclideo con prodotto scalare g. Il sottoinsieme

OV, g) d:ef{f: V — V| f ortogonale} C End(V) = Lin(V, V)

€ un gruppo rispetto alla composizione di applicazioni.
Scelta una base B ortonormale di V', € immediato verificare che I'applicazione

M: OV, g) = O(n,R), fr ME(F)
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e un isomorfismo di gruppi.

7.3.c Movimenti

Sia V' uno spazio euclideo di dimensione n con prodotto scalare g. Si dice movimento
di V un’applicazione m ottenuta componendo una trasformazione ortogonale f di V' con
una traslazione t;, ossia

m=tgo f: V=V, x»—>f(a:)+l;,

oppure m = f otz con &= f~1(b).
Si osservi che, se b # 0, allora m non e una trasformazione lineare.
Se f € O*(V,g), allora m si dice movimento diretto.
Si prova immediatamente che m & un’isometria, infatti

dist(m(z), m(y)) = lm(z) —m(y)lly == [F(z = y)lly = lz = ylly = dist(z,y).

Questa proprieta ¢ caratteristica dei movimenti (come mostra il seguente teorema, che
non sara dimostrato), per cui i movimenti sono chiamati anche trasformazioni rigide.

Teorema 7.8. Sia V uno spazio euclideo di dimensione n con prodotto scalare g. Se
m € un’isometria di V', allora m é un movimento.

Vogliamo ora trovare la rappresentazione di un movimento in coordinate. Sia B =
{e1,...,e,} una base ortonormale di V e ME(f) = A € O(n; R). Posto z = (z1,...,,),
m(z) = (2},...,2)), b= (by,...,b,), si ha

x = Zaijxj +b; oppure X' = AX + B.
J
Dunque m ¢ una trasformazione affine. Inoltre

A€ 0 (n,R) = m rototraslazione,
Aec O (n,R) = m glissosimmetria,

dove per glissosimmetria si intende la composizione di una traslazione con una simmetria.
Osservazione. Per ogni n, le simmetrie (o ribaltamenti) rispetto ad iperpiani (sot-

tospazi vettoriali di dimensione n — 1) generano tutto il gruppo delle trasformazioni
ortogonali di R"™.



CAPITOLO 8

GEOMETRIA ANALITICA DELLO
SPAZIO

La Geometria Analitica, nata con Cartesio (intorno al 1637), ha lo scopo di tradurre
un problema geometrico in uno analitico, cioe mediante 1'uso delle coordinate tradurre un
problema riguardante figure geometriche in un problema riguardante numeri ed equazioni.
Ma ¢ ancora piu interessante l'inverso: interpretare geometricamente equazioni e loro
sistemi. In tal modo la geometria e I'analisi si illuminano a vicenda ed & possibile passare
dallo spazio dell’intuizione a spazi astratti.

In questo capitolo tratteremo la geometria analitica dello spazio ordinario di dimen-
sione 3.

Quella del piano si ritiene nota, tuttavia essa si puo ottenere facilmente da quella dello
spazio considerando il piano xy, immerso nello spazio, come il luogo dei punti P(x,y, z)
aventi la terza coordinata nulla.

8.1 Piano

Tre punti Py, P>, Ps non allineati (quindi PiPye PPy indipendenti) individuano un
piano «
Pea < P1P, P1P2, P Ps dipendenti.

Posto P;(x;, i, i), P(x,y, z), la dipendenza lineare si puo esprimere in due modi.

8.1.a Piano: equazione cartesiana

z y z 1
Tr — T Yy—1u zZ— 21 T y . 1
To—T1 Yo—y1 —2|=0 <& |07 =0 (8.1.1)
T3—T1 Ys— Y1 23— 2 T2 Y2 2l

T3 Yz z3 1

Sviluppando il determinante, si ha un’equazione cartesiana del piano
ar +by+cz+d=0, (a,b,c) # (0,0,0), (8.1.2)

93
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che risulta individuata a meno di un fattore di proporzionalita non nullo. I parametri
(a, b, c) si chiamano coefficienti di giacitura del piano e rappresentano le coordinate di un
vettore (non nullo) perpendicolare al piano. Infatti, considerando il vettore 77 = (a, b, ¢)
uscente da Py € «, si ha

ii-PpP=0 VYPea (8.1.3)
da cui
a(z —xo) +b(y — yo) + c(z — 20) = 0,
che rappresenta il piano per Py con coefficienti di giacitura (a, b, c).
Se ¢ = 0, allora si ha il piano passante per F, e parallelo all’asse z. Si osservi che la
coordinata z puo essere arbitraria.

8.1.b Piano: equazioni parametriche

P;P:UP{’PQ—F'UP{)P& u,v ER, (814)
da cui
=z +u(xe — 1) +v(xrs — 27)
y=uy+ulyz —y1) +v(ys — 1)
2=z F+u(z—2)+v(zz — 21)
che sono dette equazioni parametriche del piano. Eliminando i parametri u e v si perviene
all’equazione cartesiana.

Esempio. Datiipunti Pi(1,0,0), P»(1,1,1), P5(1,0,1) troviamo le equazioni para-
metriche e cartesiana del piano. Si ha PP, = (0,1,1), P,P; = (0,0, 1), dunque

r=1
y=u )
Z2=u—+v

da cui '’equazione cartesiana x = 1.

8.1.c Mutue posizioni di piani

Siano « ed o due piani. Volendo studiare la loro mutua posizione, consideriamo il

sistema lineare
ar+by+cz+d=0
dr+by+dz+d =0

Risulta

e

) & and =g,

LN
—

8
sistema compatibile < rg(A) = rg(A) & and #£ 0.

sistema incompatibile < rg(A)
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Inoltre

N

rg(A)
rg(A)

rg(A)
rg(A)

2 & oo soluzioni & aNa =,
1

& 00? soluzioni & a=d,

dove r ¢ una retta. Ponendo
alld & and =@ oppure a=d

possiamo dire che
allo & (a,bc)~ (dV ),

dove ‘~’ sta per ‘e proporzionale a’.
Esempi ed esercizi.

e [ pianix —y+22=1e3x — 3y + 6z = 1 sono paralleli; i pianix —y+2z=1¢e
3x — 3y + 62 = 3 sono paralleli e coincidenti.

e Il piano perpendicolare al vettore (1, —1,2) e uscente dal punto (3, —1,5)

Lz —3)+ (-1)(y+1)+2(z—5) =0.

8.2 Retta
Due punti distinti P, e P, (quindi PfP2 # 0 )individuano una retta r
Per < PP,PP, dipendenti.

La dipendenza lineare si puo esprimere nei seguenti modi.

8.2.a Retta: equazioni cartesiane

r—r Yy—4h =<z—x

:()7
Tog —T1 Yo—Y1 22— 21

rg ;3—_201 y—_yl Z—_Zl -1 o
2 =21 Y2—Y1 22—z

cioe sono nulli i determinanti di tutti i minori di ordine 2 estratti dalla matrice. Cio,
solo se ha senso la scrittura seguente, equivale a

r—rn Y-l -2

)
Tog — 1 Y2 — U1 22 — 21
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(attenzione: al denominatore non puo comparire 0) che si puo porre nella forma seguente
(confronta B1.d caso a N’ # @).

- ar+by+cz+d=0
| de+by+dz+d =0.

Queste ultime sono dette equazioni cartesiane della retta. Quindi, ogni retta r si puo
scrivere come intersezione di due piani o ed o/, di equazioni cartesiane

a:ar+by+cz+d=0, o:dr+by+dz+d =0,

a b ¢
rg (a/ b C’):Z

Si osservi che la retta r non determina univocamente i piani a ed o’: due altri piani
distinti passanti per r (ce ne sono oo') individuano la stessa retta.

Si chiamano parametri direttori di r le coordinate di un arbitrario vettore v parallelo
ad r. Ovviamente, se P, P, € r e P, # P,, allora v = P1732 e parallelo ad r e quindi
parametri direttori di r sono

e tali che

l=x9—11, MmM=y2—y1, n=12zm—2.

I parametri direttori v = (I,m,n) di una retta sono individuati a meno di un fattore di
proporzionalita. Poiché il vettore (I,m,n) deve essere perpendicolare ad 7 ed n/, esso
sara parallelo a 77 A n/, quindi

Se v ha modulo unitario, le sue coordinate sono dette coseni direttori di r. Si osservi

che

a b
a b

b ¢
v o

[ A I
C

a

t.mm ~ (

cos? T2 + cos 7y + cos? 7z = 1.

Si noti che i parametri direttori di r possono anche essere ricavati come soluzioni del
sistema omogeneo associato ad r: e facile rendersi conto del fatto che il vettore P, — P;
soddisfa le equazioni di tale sistema.

8.2.b Retta: equazioni parametriche

Si ha
PP =tP P, teR,
da cui
r=x1+t(re — ) =11 + It
y=uy1 +tlya—y1) =y +mt
z=2z1+t(zg—21) =2 +nt
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che sono dette equazioni parametriche della retta. Eliminando il parametro ¢ si perviene

alle equazioni cartesiane.

8.2.c Retta nel piano

Naturalmente, se P, P;, P, appartengono al piano z = 0, si avra

v B z y 1
LY7o o ooy 1] =0,
To—T1 Y2 — U1 2y yp 1

da cui '’equazione cartesiana di una retta nel piano z = 0

r:ar+by+c=0, con (a,b) # (0,0).

Il vettore i = (a,b) del piano zy & perpendicolare ad r. Analogamente equazioni

parametriche di r sono

{l’zl'l—i‘t(%g—l'l) teR

y =y +ty2— )

8.2.d Mutua posizione tra rette e piani

Si ritiene noto (se non lo ¢, acquisirlo) fin dalle scuole secondarie, il concetto di angolo
tra due semirette e tra due rette, e quindi il concetto di angolo tra due piani e tra una

retta ed un piano.

Ad ogni piano « associamo il vettore 77 = (a, b, ¢), perpendicolare ad «, di coordinate i
parametri di giacitura; ad ogni retta r associamo il vettore 7 = (I, m, n), parallelo ad r, di
coordinate i parametri direttori. Cosi si esprimono facilmente le condizioni di parallelismo

e perpendicolarita tra rette e piani.

alla = @Al = (a,b,c) ~ (d,V,c)
alad = @Al = ad +b'+cd =0
alr = 7a|r = (a,b,¢) ~ (l,m,n)
allr = alr = al+bn+cn=0
rl = 7 = (I,m,n) ~ (I',m',n)
rlr = 7Ly = U'+mm +nn =0

Le precedenti condizioni si possono anche ottenere studiando il sistema costituito dalle

equazioni delle rette e dei piani.
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Siano ora r ed r’ due rette orientate e 7, ' due vettori concordemente orientati con r
ed r’. Allora, sfruttando la definizione di prodotto scalare, si ha

—

= rer W+ mm' +nn

COS;’F/:COST’I‘ = —— = .
177 VE+m2 + 212 +m? +n®

Se, invece, le due rette non sono orientate, I’angolo 7’ non e individuato, ma puo assumere
due valori tra loro supplementari:

7! W+ mm' +nn'

= |
7T VBT r? 5 2/ 4 m? 4 0

Cosi, indicate con n ed n’ le rette normali rispetto ad « ed ¢/, si ha

rrl =

—

— - n-n aa’ + b + cc

cosaa’ = cosiin! = — =+
7] {7/ aZ b2 + 2\ a? + %+ 2

-7 lal + bm + cn
@7 Va+ 02+ VE+m?+n?

sin ar = |cosﬁ/\f1 =

8.2.e Rette sghembe

Due rette r ed r’ sono sghembe se non esiste alcun piano che le contiene. In tal caso
si puo provare che esistono due piani « e ' tra loro paralleli tali che

rC a, r Ca.

Chiaramente, dist(r,r") = dist(a, a’), che ¢ la cosiddetta minima distanza tra le rette
sghembe r e r’. Ricordiamo che, se F' ed F’ sono due insiemi di punti dello spazio, la
distanza tra F ed F’ & per definizione

dist(F, F') = inf{dist(P, P'); P € F,P' € F'}.

Siano 7 ed 77 vettori rispettivamente paralleli alle rette considerate. Allora 7t = 7 A 7/
indica la giacitura di « ed o'. Se f (rispettivamente ) & il piano per r (rispettivamente
per 7’) e parallelo a 7, allora 5N 3’ = n ¢ la retta ortogonale ad r ed r’ che si appoggia a
queste rette.

Posto

nNa=nNr=Q, nNa =nnr' =q,

si ha dist(r,7") = dist(Q, Q). In definitiva, la distanza tra rette, tra rette e piani, e tra
piani, ¢ sempre ricondotta alla distanza tra punti.
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8.3 Sfere e circonferenze

Chiamiamo sfera 'insieme dei punti P dello spazio tali che |CP|| = R, dove C' & un
punto fisso e R un numero reale positivo. Se C(«, 8,7) e P(z,y, 2), da ||[CP|| = R si ha

(x—a)’+(y—B)"+ (2 =)= R,
che da 'equazione cartesiana di una sfera generica
2+ y? 4+ 2% — 200 — 2By — 22+ 6 = 0,
dove § = a? + 3% + 2 — R2. Viceversa, ogni equazione del tipo
v +y? + 22+ 200 +2by +2cz +d =0

rappresenta una sfera ¥ di centro (a, f8,7), dove a = —a, § = —b, v = —c, e di raggio
R=+Va?2+ b +c2—d. Siha:

A+ —d>0 sfera ordinaria,
a4+ b+ —d=0 sfera di raggio nullo,
a4+ b+ —d<0 sfera immaginaria.

Se 7w € un piano, ¥ N 7 ¢ una circonferenza. In particolare nel piano z = 0 una
circonferenza e rappresentata da una equazione del tipo

C: 2 +y* +2ax + 2by +d = 0.

Esempi ed esercizi.

e Nello spazio Oxyz determinare le equazioni delle sfere appartenenti all’ottante x >
0,y >0, z > 0 e tangenti ai piani coordinati ed al piano

a:xr+2y+22—1=0.
e Scrivere I'equazione della sfera che ha come punti diametralmente opposti A(3,0,0)

e B(1,1,1). Determinare e discutere nel campo complesso 'intersezione della sfera
con il piano coordinato yz.

e Nello spazio Oxyz determinare il centro ed il raggio della circonferenza C passante
per i punti O, A(1,0,1), B(0,—1,1).

e Nel piano Ozy, data la circonferenza
C:a?4+y*—20—2y=0,

si determinino le rette tangenti ad essa per il punto Py(—1,1) e si verifichi che
risultano ortogonali.
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e Nel piano Ozy determinare la tangente r a C: 2% + > — 22 — 2y = 0 nel punto
Py(0,2) € C.

Si osservi che r passera per F, e sara ortogonale al vettore CP, dove C & il centro
di C. Quindi r sara del tipo

a(z — o) + b(y — yo) =0,
con (a,b) || CPy = (x0—a,yo— ). Nel nostro caso C(1,1) e quindi r: z—y-+2 = 0.

e Nel piano Oxy scrivere I'equazione della circonferenza che passa per 1'origine O ed
e tangente nel punto Py(1,2) alla retta r: z —y + 1= 0.

Naturalmente il centro C' apparterra alla retta n perpendicolare ad r in Fy, e inoltre

d(C, Py) = d(C,0).
e Nel piano Ozy determinare le tangenti a
C:x*+y* —Te+y=0
parallele all’asse x e trovare i punti di tangenza.

e Scrivere tutte le circonferenze tangenti in O all’asse y.
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