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PREFAZIONE

La tesi ¢ uno studio delle strutture geometriche in meccanica classica e quantistica.

Nella prima parte, ¢ sviluppata la teoria dei bicomplessi lagrangiani del primo ordine
per varieta fibrate, per teorie lagrangiane della meccanica. La presentazione e origina-
le per il suo carattere esplicitamente intrinseco; fra i risultati piu importanti abbiamo
gli isomorfismi dei fasci quozienti con fasci di sezioni di opportuni fibrati, la formulazio-
ne intrinseca del morfismo di Helmholtz e un’interpretazione, mediante il bicomplesso,
degli oggetti geometrici della meccanica lagrangiana (lagrangiana, momento, forma di
Poincaré—Cartan, forma dinamica, operatore e morfismo di Eulero-Lagrange, operatore
e morfismo di Helmholtz).

La seconda parte e dedicata all’applicazione dei risultati della prima parte alle struttu-
re geometriche della relativita galileiana, e ad una formulazione della relativita einsteinia-
na. Nel caso galileiano, le strutture geometriche forniscono un bicomplesso lagrangiano,
mediante il quale ¢ possibile rappresentare in un quadro sinottico gli oggetti geometri-
ci della meccanica relativistica. E anche presente un primo esempio di soluzione esatta
non piatta dello spazio—tempo galileiano, la soluzione a simmetria sferica. Per quanto
riguarda la relativita generale einsteiniana, viene data particolare enfasi allo studio della
geometria dello spazio delle fasi, in vista della formulazione delle strutture quantistiche
relativistiche.

Nella terza parte vengono formulate le strutture quantistiche relativistiche, necessarie
ad una formulazione covariante della meccanica quantistica, sia nel caso galileiano, sia
nel caso einsteiniano. Inoltre, viene risolto il problema dell’esistenza della connessione
quantistica, nel caso galileiano e nel caso einsteiniano, sfruttando tecniche di coomologia
e la relazione fra la connessione quantistica e la forma di Poincaré-Cartan.

E molto importante osservare che il principio di relativita e alla base di tutte le
applicazioni fisiche sviluppate nella tesi. Cio e garantito dall’utilizzo costante di tecniche
intrinseche di analisi su varieta.

I risultati sopra esposti aprono la strada a numerose possibilita di futuri sviluppi in
campo matematico e fisico.
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INTRODUZIONE

La tesi e divisa in tre parti interdipendenti, ciascuna dedicata ad uno dei soggetti prin-
cipali, e cioe: un approccio geometrico alle teorie lagrangiane in meccanica, uno studio
delle strutture geometriche delle teorie relativistiche galileiane e einsteiniane, con par-
ticolare riguardo all’applicazione del formalismo lagrangiano alla meccanica relativistica
classica galileiana, e uno studio delle strutture relativistiche galileiane e einsteiniane della
meccanica quantistica.

Nella prima parte della tesi vengono studiate le successioni lagrangiane originate dalla
successione di de Rham sugli spazi di getti del primo ordine di una varieta fibrata, e viene
confrontato ’approccio alle successioni lagrangiane su getti di ordine finito con I’approccio
sui getti di ordine infinito.

Nella seconda parte della tesi € presa in esame una formulazione della teoria dei
campi gravitazionale ed elettromagnetico in relativita galileiana classica ed in in relativita
einsteiniana classica. In particolare, i risultati della prima parte vengono applicati alla
meccanica galileiana classica di una particella.

Nella terza parte della tesi sono presentate una formulazione della meccanica relati-
vistica quantistica galileiana e una formulazione della meccanica relativistica quantistica
einsteiana, entrambe per il caso di una particella scalare. In particolare, viene analizzato
in entrambi i casi il problema dell’esistenza delle strutture quantistiche.

Pertanto, la tesi puo essere letta secondo lo schema seguente:

Successioni lagrangiane
per varieta fibrate

Relativita galileiana — Relativita einsteiniana

Meccanica quantistica Meccanica quantistica
in relativita galileiana — in relativita einsteiniana

Le righe di questo diagramma corrispondono ad argomenti che vengono affrontati in
modo analogo dal punto di vista matematico. Le colonne del diagramma corrispondono
alle due teorie fisiche che vengono esposte nella tesi.

6
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Inoltre, la tesi contiene un capitolo di appendici che contengono alcuni fra i fonda-
menti matematici della tesi. Sono presentati argomenti che, in massima parte, non sono
facilmente reperibili in letteratura, o sono dispersi in una grande varieta di pubblicazioni.

Parte I: I bicomplessi lagrangiani

I primi approcci al problema della formulazione geometrica del calcolo delle variazioni
risalgono ai primi anni settanta. Essi hanno come origine comune la versione geometrica
del principio di minima azione di Hamilton, formulato su di una varieta fibrata. Si veda-
no, ad esempio, [Gar74, GoSt73, Kru73, Tul75], e, per ulteriori sviluppi, [Cos94, Cra81,
CST85, Fer83, FeFr82, FeFr83, GaMu82, HoKo82, Kol83, Kru83, MaMo83b, Sau89].

La teoria dei bicomplessi lagrangiani e stata sviluppata alla fine degli anni settanta
mediante contributi di parecchi autori [AnDu80, Bau82, DeTu80, OISh78, Pom78, Tak79,
Tul77, Vin77, Vin78]. L’obbiettivo fondamentale che questi lavori condividono consiste
nella ricerca di una formulazione geometrica del calcolo delle variazioni senza fare uso degli
integrali. Tutti i lavori producono come risultato un bicomplesso esatto, detto bicomplesso
lagrangiano®, una riga del quale & la successione lagrangiana, che ¢ costituita dai fasci
delle lagrangiane, dei morfismi di Eulero-Lagrange, dei morfismi di Helmholtz, ecc., e i cui
morfismi sono costituiti dall’operatore di Eulero-Lagrange, dall’operatore di Helmholtz,
ecc.. Tutti questi lavori (eccetto una parte di [AnDu80]) fanno uso degli spazi di getti
di ordine infinito di sezioni di una varieta fibrata ([AnDu80, OISh78, Tak79, Tul77]) o
di sottovarieta di dimensione fissata di una varieta ([Vin77], [Vin78]). Questo ¢ dovuto
al fatto che lo spazio tangente dei getti di ordine infinito possiede una decomposizione
naturale in somma diretta, che facilita ’analisi.

Recentemente e stato presentato un approccio ai bicomplessi lagrangiani che fa uso
di spazi di getti di ordine finito di sezioni di una varieta fibrata [Kru90]. Un bicomplesso
lagrangiano di ordine finito ¢ prodotto quozientando la successione esatta di de Rham
su uno spazio di getti di ordine finito mediante una sua sottosuccessione esatta naturale.
Questa sottosuccessione ¢ originata dalla struttura di contatto, che, a sua volta, viene in
modo naturale dalla fibrazione. La successione quoziente, detta successione lagrangiana,
¢ esatta, e contiene tutte le informazioni relative al calcolo delle variazioni: fra i fasci
della successione si trovano il fascio delle lagrangiane, il fascio degli operatori di Eulero—
Lagrange, e il fascio degli operatori di Helmholtz, e fra i morfismi della successione vi
sono 'operatore di Eulero—Lagrange e I'operatore di Helmholtz.

Mentre I'approccio di ordine infinito fornisce una descrizione esauriente del formali-
smo lagrangiano da un punto di vista strutturale, I’approccio di ordine finito si rivela
particolarmente utile nell’analisi di teorie lagrangiane concrete (ad esempio, la meccanica
relativistica galileiana di una particella). Questo perché 'approccio di ordine infinito non
mette in evidenza molte informazioni importanti legate all’ordine della teoria in esame.

D’altro canto, 'analisi di Krupka [Kru90, Kru95a, Kru95b|, non & portata avanti utiliz-
zando in modo esplicito tecniche intrinseche. Inoltre, manca completamente la descrizione

T uso di questo termine & preso da [Tul77], e sembra essere il pitt appropriato per motivi storici.
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dell’approccio di ordine finito per quanto riguarda i getti di sottovarieta di dimensione
fissata.

In questa tesi, i risultati concernenti i bicomplessi lagrangiani sono contenuti nel
capitolo|[1, e si occupano di due problematiche distinte.

Prima di tutto, e di fondamentale importanza un confronto tra le due formulazioni
fondamentali dei bicomplessi, e cioe sui getti infiniti e sui getti finiti [Vit96al. In partico-
lare, si dimostra che il limite diretto del sistema formato dai bicomplessi lagrangiani di
ordine finito da luogo alla successione lagrangiana dell’approccio sui getti infiniti. Questo
risultato e di particolare importanza in quanto stabilisce che la maggiore semplicita della
costruzione sui getti di ordine finito non implica una perdita di informazioni rispetto al
caso dei getti di ordine infinito.

Poi, vengono presi in esame i bicomplessi lagrangiani del primo ordine per teorie
relativistiche della meccanica, ossia bicomplessi originati da una fibrazione con base di
dimensione 1 [Vit95¢, Vit95d]. Sono forniti in modo intrinseco isomorfismi di ciascun
fascio quoziente della succession lagrangiana corta con un altro ben determinato fascio
di forme su uno spazio di getti di ordine opportuno. Come conseguenza si ottiene che
la successione lagrangiana del primo ordine include anche lagrangiane del secondo ordine
affini e corrispondenti morfismi di Eulero-Lagrange del terzo ordine. Cio e dovuto al fatto
che il fascio delle lagrangiane ¢ ottenuto tramite un passaggio al quoziente dal fascio delle
1-forme sullo spazio dei getti del primo ordine; in verita, un funzionale di azione puo essere
definito anche mediante una 1-forma qualunque sullo spazio dei getti del primo ordine, e
non solamente dalle 1-forme orizzontali (si veda Pappendice [A.8). Questa caratteristica
¢ particolarmente importante in quanto la maggior parte delle lagrangiane del secondo
ordine note in fisica sono affini. Inoltre, ¢ fornita una caratterizzazione del morfismo di
Helmholtz, mostrando che I'espressione in coordinate locali, ricavata in [Ton69] (si veda
anche [LaTu77, Bau82, GiMa90, Kru90]) ¢ intrinseca. Come conseguenza di cio, viene
trovato anche un nuovo oggetto geometrico intrinseco, che non ha ancora un significato
fisico.

Nell’'ultima sezione del capitolo [1/ viene affrontato il problema di trovare decomposi-
zioni naturali per le colonne del bicomplesso lagrangiano del primo ordine; € nell’ambito
della soluzione a tale problema che viene data un’interpretazione del bicomplesso lagran-
giano nell’ambito del formalismo lagrangiano per la meccanica. Inoltre, ¢ recuperata la
definizione della forma di Poincaré-Cartan, che qui viene introdotta in un modo che &
suggerito dal problema inverso [MoVi95] (si veda il capitolo 2).

Una prospettiva di futuri sviluppi di questa ricerca ¢ data dai bicomplessi lagrangiani
sugli spazi dei getti del primo ordine di sottovarieta di tipo tempo di una varieta di
Lorentz. Ci si aspetta di ottenere risultati analoghi a quelli del capitolo 1 in quanto gli
spazi dei getti di sottovarieta di tipo tempo di una varieta di Lorentz posseggono strutture
del tutto analoghe a quelle degli spazi dei getti di sezioni di una varieta fibrata con base
di dimensione 1 (capitolo 3).

Gli strumenti matematici fondamentali usati in questa parte sono la teoria dei fasci e
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la teoria dei getti. L’appendice contiene un sunto di tutto il materiale necessario (sezioni
'A.3 e[A.6). Le sorgenti fondamentali sono [Bre67, GuRo65, Wel80] per quanto riguarda i
fasci, e [Kup80, MaMo83a, JaMo095, Sau89] per quanto riguarda i getti. Inoltre, dal punto
di vista del calcolo delle variazioni, sono state sfruttate tecniche intrinseche introdotte in
[HoKo82, Kol83, Cos94].

Parte II: Strutture relativistiche classiche

La relativita generale classica einsteiniana ¢ una teoria che ha raggiunto formulazioni
matematicamente sofisticate e soddisfacenti, e che possiede una indiscussa validita fisica
nell’ambito dello studio dell'interazione gravitazionale [Fra88, FFR84, HaEl73, MTWT70,
SaWu76]. Una formulazione relativistica altrettanto soddisfacente della meccanica quan-
tistica basata sullo spazio—tempo relativistico di Einstein e, pertanto, auspicabile.

Tuttavia, a causa delle difficolta che presenta il raggiungimento di questo obbiettivo,
si e pensato di iniziare formulando una teoria relativistica della meccanica quantistica ba-
sata sullo spazio—tempo di Galilei. Infatti, questa teoria, sia pure fisicamente meno valida
della teoria einsteiniana, presenta caratteristiche simili alla teoria einsteiniana evitandone
alcune delle maggiori difficolta. Questo ha permesso di apprendere numerosi fatti impor-
tanti, che hanno trovato applicazione in una formulazione della relativita einsteiniana,
sviluppata in [JaMo095]. Tale formulazione presenta numerosi aspetti originali, soprattut-
to dovuti all’utilizzo degli spazi di getti di sottovarieta di tipo tempo. E auspicabile che
cio permettera di formulare una teoria relativistica della meccanica quantistica nel caso
einsteiniano, procedendo per analogia con il caso galileiano.

La relativita generale galileiana, insieme al corrispondente approccio alla meccanica
quantistica, e stata sviluppata in molti modi differenti da un grande numero di studio-
si; citiamo, fra i piu significativi, [Car86, DBKP85, DuKii84, Duv93, Kuc80, Kiin74a,
Kiin74b, Kiin76, Kiin84, LBLL73, Lev73, Pru92, Pru93, Tra63, Tra66].

I1 capitolo 2 contiene una formulazione dettagliata e matematicamente rigorosa della
relativita generale galileiana, cosi come ¢ stata sviluppata in [JaMo93a] e [JaMo93b].
In questa formulazione, lo spazio—tempo & una varieta fibrata sul tempo assoluto (cioe,
indipendente dall’osservatore). Le strutture geometriche presenti sullo spazio-tempo sono
una metrica riemanniana verticale ed una connessione priva di torsione compatibile con
la fibrazione. La connessione porta le informazioni relative ai campi gravitazionale ed
elettromagnetico.

La prima equazione dei campi e espressa richiedendo la chiusura di una 2—forma co-
simplettica [AbMa78, Arn76, LiMa87], indotta naturalmente dalla metrica e dalla connes-
sione. Come conseguenza, la connessione ¢ metrica, ma non ¢ completamente determinata
dalla metrica, poiché quest’ultima e degenere. La seconda equazione dei campi ¢ espressa
uguagliando il tensore di Ricci della connessione al tensore di energia—impulso. L’equa-
zione per i moti delle particelle ¢ espressa richiedendo che tali moti siano le geodetiche
della connessione.
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Un modo per comparare questa formulazione con la relativita generale einsteiniana
e la ricerca di soluzioni esatte per il caso galileiano. Un primo esempio e fornito dalla
soluzione piatta. Questo caso ¢ stato investigato in [JaMo93a] e [JaMo93b], sulla base di
[Mod71]. Questa soluzione e I’analogo galileiano dello spazio—tempo di Minkowski.

Un altro esempio ¢ costituito dalla soluzione a simmetria sferica. Questa soluzione
¢ stata trovata in [Vit95al, [Vit95b]. Il problema ¢ stato risolto lavorando in analogia a
quanto si conosceva gia per la relativita einsteiniana. Infatti, nella teoria einsteiniana il
teorema di Birkhoff da 'unicita della soluzione di Schwarzschild sotto ipotesi di simmetria
sferica date sulla metrica [HaElI73]. Nella teoria galileiana si richiede la simmetria sferica
dello spazio—tempo e delle strutture geometriche correlate rispetto alla linea di universo
di un moto fissato. Da un punto di vista intuitivo, si chiede che non ci siano nello spazio—
tempo punti privilegiati (all’infuori dei punti della linea di universo fissata) o direzioni
privilegiate.

Pertanto, le condizioni di simmetria sono espresse sulla metrica, mediante tecniche di
geometria riemanniana sviluppate allo scopo (si veda ’appendice A.9), e sulla connessione,
mediante richieste sulla traiettoria di particelle test. Ne segue la banalita topologica dello
spazio—-tempo, e ’esistenza e I'unicita di un campo gravitazionale sfericamente simmetrico,
per il quale I’equazione del moto delle particelle viene ad essere la legge di gravitazione di
Newton. Inoltre, si ottiene I'esistenza di un’unico osservatore rispetto al quale le traiettorie
di particelle test sono sfericamente simmetriche.

Gli esempi precedenti provano il notevole valore euristico della relativita galileiana.
Infatti, essi dimostrano che approssimando la teoria einsteiniana con la teoria galileiana si
ottengono nel caso galileiano soluzioni esatte che approssimano le soluzioni esatte einstei-
niane ricavate mediante ipotesi del tutto analoghe. Questo puo suggerire una rivisitazione
del concetto di limite newtoniano [Ehl89].

La meccanica delle particelle in relativita galileiana trova un’interpretazione sorpren-
dentemente chiara in termini del bicomplesso lagrangiano sullo spazio dei getti del pri-
mo ordine di sezioni della fibrazione dello spazio—tempo sul tempo assoluto, ottenuta
in [MoVi95]. Infatti, la forma cosimplettica ha una collocazione ben precisa all'interno
del bicomplesso. Essa si decompone in modo intrinseco nella somma di un operatore di
Eulero-Lagrange del secondo ordine e di una 2-forma di contatto. Inoltre, la ricerca dei
potenziali locali della forma cosimplettica produce le forme (locali) di Poincaré-Cartan,
le Lagrangiane (locali) e i momenti (locali) correlati all’operatore di Eulero-Lagrange.
Questi oggetti geometrici, benché definiti localmente, sono indipendenti dalla scelta di un
osservatore.

E fondamentale notare che I'oggetto primitivo della teoria lagrangiana della meccanica
relativistica galileiana e la forma cosimplettica, e non la lagrangiana. Questo approccio
alla teoria lagrangiana della meccanica di una particella rovescia la prospettiva rispetto
agli approcci tradizionali basati sulla lagrangiana, e pone 1’accento sul problema inverso
(sul quale esiste un’ampia letteratura [And86, AnTh92, Cra81, CPT84, Cra95, GMRS81,
LaTu77, MFLMR90, Olv86, Tho87, Ton69]). Ad esempio, il problema dell’'unicita della
forma di Poincaré-Cartan perde di significato in questo contesto. In verita, la struttura
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dello spazio—tempo galileiano suggerisce che non e possibile formulare la teoria lagrangiana
della meccanica relativistica galileiana partendo da una lagrangiana naturale.

I1 capitolo3linizia con la formulazione della relativita generale einsteiniana, cosi come
¢ stata data in [JaMo95] (tenendo conto anche della formulazione [Mod74]). Tale for-
mulazione e basata sul fatto che gli oggetti geometrici che nascono dalla fibrazione nel
caso galileiano hanno una controparte che ¢ originata dalla metrica di Lorentz nel caso
einsteiniano (si veda I'appendice [A.6)). La difficolta maggiore di tale modo di procedere
e dovuta al fatto che molti oggetti geometrici definiti sullo spazio—tempo nel caso gali-
leiano vengono ad essere definiti sullo spazio dei getti di sottovarieta temporali nel caso
einsteiniano.

L’analogo einsteiniano della struttura di contatto sugli spazi di getti di sezioni di una
fibrazione permette di introdurre nel caso einsteiniano una 2—forma di contatto, che gioca
un ruolo analogo a quello della 2-forma cosimplettica nelle teorie galileiane. Ci si aspetta
di ottenere, pertanto, risultati analoghi a quanto provato per la meccanica relativistica
classica galileiana mediante 1'utilizzo del bicomplesso lagrangiano sullo spazio dei getti
del primo ordine di sottovarieta temporali.

Una caratteristica particolarmente interessante di entrambe le formulazioni e I'utilizzo
degli spazi di unita di misura (si veda I’appendice A.1)). Questo da luogo ad alcuni vantag-
gi essenziali: si prova esplicitamente l'indipendenza della teoria dalle scale, ad ogni passo
¢ possibile rendersi conto delle dimensioni fisiche di un oggetto geometrico, sono imme-
diatamente evidenti gli accoppiamenti possibili e quale tipo di costante di accoppiamento
sia utilizzabile allo scopo.

Parte III: Strutture relativistiche quantistiche

Questa parte della tesi e dedicata ad uno studio delle strutture relativistiche quanti-
stiche basate sullo spazio—tempo galileiano ed einsteiniano, secondo il programma esposto
all’inizio della precedente sezione.

Il capitolo 4!/ inizia con una formulazione della teoria quantistica galileiana per una
particella senza spin [JaMo93a, JaMo93b|. Tale teoria ¢ stata successivamente estesa al
caso di una particella con spin in [CIM95].

La meccanica quantistica relativistica galileiana di una particella senza spin ¢ formu-
lata assumendo l'esistenza di un fibrato vettoriale di linea complesso hermitiano, basato
sullo spazio—tempo, le cui sezioni rappresentano le storie quantistiche. Si assume, inoltre,
lesistenza di una connessione universale (si veda appendice A.6) hermitiana tale che la
sua curvatura sia proporzionale alla 2—forma cosimplettica.

Come ¢ stato provato in [MoVi95], localmente il dato della connessione quantistica &
equivalente al dato di una forma di Poincaré—Cartan. Il problema globale dell’esistenza
di una connessione quantistica ¢ un problema di carattere topologico, ed e risolto da un
teorema, del genere del teorema di Kostant—Soriau [Gar79, Kos70], che stabilisce una
condizione necessaria e sufficiente di tipo coomologico sullo spazio-tempo e sulla forma
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cosimplettica. Inoltre, sono classificate tutte le strutture quantistiche non isomorfe che
esistono su un dato spazio-tempo relativistico galileiano [Vit96b].

Si dimostra in [JaMo93a, JaMo093b], che la connessione quantistica produce in modo
naturale una lagrangiana, la quale da luogo ad un morfismo di Eulero—Lagrange che e
una generalizzazione dell’equazione di Schroedinger. Mediante la 2—forma cosimplettica ¢
possibile anche definire un’algebra di Poisson di funzioni, che rappresentano gli osservabili
classici; la connessione quantistica permette di ottenere gli operatori quantistici, realizzan-
do pienamente il principio di corrispondenza. Questi ultimi aspetti, benche fondamentali,
sono solo brevemente citati nella tesi.

Infine, vengono studiate le strutture quantistiche nel caso dei due esempi concreti
di spazio—tempo galileiano, la soluzione piatta e la soluzione sfericamente simmetrica,
provando che in entrambi i casi tutte le possibili strutture quantistiche sono fra loro
isomorfe.

Il capitolo [5/ & portato avanti per analogia con il caso galileiano [Vit96b]. L’idea &
di ripetere, nel caso einsteiniano, quanto ¢ stato fatto per il caso galileiano, usando gli
oggetti geometrici corrispondenti che sono stati introdotti nel capitolo 3. I risultati sulla
condizione di esistenza per strutture quantistiche e sulla classificazione di tali strutture
sono gli stessi del caso galileiano, poiché il problema matematico di base (si veda [Gar79,
Kos70, Wel80]) ¢ sostanzialmente lo stesso. Tuttavia, cid porta ad un interessante studio
della quantizzabilita di soluzioni esatte in relativita generale einsteiniana (spazio—tempo
di Schwartzschild, spazio-tempo di Minkowski, monopolo di Dirac, ...[Vit96b]), che ¢
tuttora in fase di approfondimento.

Preliminari matematici

In questa tesi, le varieta sono connesse, soddisfano il secondo assioma di numerabilita,
e sono C'*; le mappe fra varieta sono C*°. Per quanto riguarda la teoria dei fibrati,
si seguono le convenzioni di [CCKM90], e i testi [KoNo63, Ste51] verranno impiagati
come riferimento. E opportuno ricordare che una varieta fibrata ¢ per definizione una
sommersione suriettiva fra due varieta, e che un fibrato ¢ per definizione una varieta
fibrata localmente banale [CCKM90, Ste51]. Con il termine morfismo fra varieta fibrate
sulla stessa base e indicato un morfismo sull’identita della base, a meno che non sia
diversamente specificato.

Per quanto riguarda i fasci, si useranno le definizioni e i risultati principali contenuti
in [Wel80], che sono riepilogati nell’Appendice [A.3. In particolare, i fasci di cui tratta la
tesi sono fasci di spazi vettoriali reali, pertanto il termine ‘morfismo di fasci’ indichera un
morfismo di fasci di spazi vettoriali reali.
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CAPITOLO 1

BICOMPLESSI LAGRANGIANI PER LE
VARIETA FIBRATE

In questo capitolo ¢ sviluppata la teoria dei bicomplessi lagrangiani per le varieta
fibrate con base di dimensione 1. Il capitolo & basato su ricerche presentate in [MoVi95,
Vit95¢, Vit95d, Vit96al.

La teoria e sviluppata in modo naturale a partire da una varieta fibrata 7w : Y — X,
condimX =1ledimY =m+ 1.

Verranno usate le notazioni dell’appendice |A.6; in particolare, essendo dim X = 1,
una carta fibrata verra indicata con (z°,4¢), dove z° indichera la coordinata sulla base.

1.1 Fasci di forme sui getti

In questa sezione sono studiati i fasci di forme sui getti (vedere I'appendice [A.6). In
particolare, vengono presi in esame alcuni sottofasci naturali dei fasci di forme su J,.Y', ori-
ginati dalla fibrazione e dalla struttura di contatto. Alcuni di questi fasci possiedono una
decomposizione canonica che e di utilita fondamentale nella tesi. Infine, verranno introdot-
ti gli operatori differenziali d, e d, [Sau89], ponendoli in relazione con le decomposizioni
di cui sopra.

1.1.a Fasci di forme sui getti

Qui vangono introdotti i fasci di forme su J,Y che saranno oggetto di studio nelle
prossime sezioni. Sia 0 < k.

k
1. Prima di tutto, per 0 < r, si indica con A, il fascio delle k—forme locali su J,.Y

k
a:,Y — ANT*JY .

k k
2. Poi, per 0 < s < 7, si indica con H,.s) e H, il fascio dei morfismi fibrati locali su

LY — J.Y and J,Y —— X del tipo
LY — AT'LY o  B:LY — AT'X,

14
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k 1
rispettivamente. Cosl, o« € H(s) € 3 € H, se e solo se le loro espressioni in coordinate
sono del tipo

PPy

o=« i1.in

PyPr 1 3 i 0 i i
B = Bod’

incui0<|p|<s, e DrBeen BB g E/O\
M CUL VPSS, € Q4 ig100 Yy > D0 T

3 k 3
Chiaramente H.,) = A, e H, = 0 for k > 1.

Se 0 < ¢ < r, allora le inclusioni danno le inclusioni

k k k k k k

Hy ~ ﬂ'g*Hq CH, CHpyy CHes) CA
k k k k

Ay ~ 71'2*/\5 C 'H(ns) C A, .

Le inclusioni di cui sopra sono inclusioni proprie se t < s < r and g < r. Infatti,
non tutte le sezioni di un fibrato pull-back (come J,Y x T*J,Y ) sono il pull-back
JY

di qualche sezione del fibrato stesso.

1 1 k
3. Inoltre, ¢ indicato con H2A C H, il sottofascio dei morfismi fibrati locali o € H,,
tali che o sia un morfismo di fibrato affine su J,_1Y —— X. Cosl, in coordinate,

ke
a € HA se e solo se ag : J,Y — IR & una mappa affine rispetto alla fibrazione
affine J,Y —— J,_1Y (vedere 'appendice |A.6)).

k k
4. Per 1 < s <, si indica con C(.5) C H, 1) il sottofascio dei morfismi fibrati locali

su J, Y — J, 1Y del tipo
k k
a:J,Y — ANimd; C NT*J,1Y .

k
Per l'iniettivita di ¢7, il sottofascio C(, ) viene ad essere il sottofascio dei morfi-

k k
smi fibrati locali & € H,s—1) che si fattorizzano come o = A} o, tramite la
composizione

& k Aoy K
JY — LY x AV'J_ Y — ANT*J,_, Y.
Js_ 1Y

k
Cosl, o € C(y5) se e solo se la sua espressione in coordinate ¢ del tipo

a:a]fﬁz, 0<|pl <s,



16 Capitolo 1. Bicomplessi lagrangiani per le varieta fibrate

0 k k
Con oé—) € A,. Si dice che C, := C(,, ¢ il fascio delle k—forme di contatto di ordine
r.

Se 0 <t <s <, allora si hanno le inclusioni (si veda e (A.5))
k k k k k k
Cy ~ W:*Ct C C(r,t) C C(ns) cC,CA, .
k k
dove 7m;*C; denota I'immagine di C; per mezzo del morfismo di fasci iniettivo 7;* :
k k
Ay —— A,
k k k
5. Infine, e indicato con C(ﬁs) C C(r) il fascio dei morfismi fibrati locali o € Cy,,) tali
che & sia un morfismo di fibrato affine su J,_1Y —— J,_1Y. Cosi, in coordinate,

k
a € Cés) se e solo se aﬁi . J.Y —— IR sono mappe affini rispetto alla fibrazione

affine J,Y —— J,_1Y (vedere 'appendice [A.6).
1.1.b Decomposizione fondamentale

Le mappe m, e ¥, (vedere 'appendice inducono due importanti derivazioni di
grado 0 [Sau89], [Cos94]:

k k
ihi N — N ta—— i =0y o,
k k

byt Ny — A a— iy 1=y, L,

dove la contrazione ha senso tenendo conto delle inclusioni naturali J,Y xT*X C T*J, Y
X
eVJY CTJY.

La decomposizione fibrata (A.8) da luogo ad una decomposizione fondamentale.

Lemma 1.1.1 5% ha la decomposizione

1 1 1
H(r,rfl) =H, D Cr ’
in cui le proiezioni sul primo fattore e sul secondo fattore sono date, rispettivamente, da
1 1 .
h:Hero1y — Hp oo —ipa,
1 1 .
v:Hppo) — Cria—la .
DIMOSTRAZIONE. E una conseguenza della decomposizione . QED

1 .
Se a € H;,—1) ha l'espressione in coordinate o = apd® + a?d; (_ < r), allora

h(er) = (ag + yhoy) d” (@) = ol .
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1
Proposizione 1.1.1 La decomposizione di H,,—1y del precedente Lemma induce la
decomposizione

k k-1 1 k
H(r,r—l) = ( C r A\ H'r) S C'r ’

i cui le proteziont sul primo fattore e sul secondo fattore sono date, rispettivamente, da

k k—1

1 1
h3H(r,r—1)_’ C,"NH, :ar——

] (O*'9,0x,) (@) ,

k k 1,
v:Hpp—1) — Cp i — ED () .

DIMOSTRAZIONE. Si veda l’appendice e in particolare I'equazione (A.1), con
dim X = 1. Si veda anche [Kru90]. QED

k
Ricordando I'espressione in coordinate di una sezione di H,,_1), si ha

1

[ k—1 i - .
(l{? — 1)' (D ﬁrDﬂr) <dE11 VANPAN dé;jl Ad )

= 791”+1 J digll VANPAN 7-9T+1 | d;_;;:ll A Hp41 4 do

=90 AL ADE AL
mA

Pr_1
l

k
1 k—1 % % i1 ,Q% 0 %
0*'9,0n,) (dpll/\.../\dpkk):;ypllﬁpll/\.../\d Ao N0

(k:—l)!(
1 k % Te— 0y __
gD ﬁr(dBIIA.../\dgijl/\d)_o

1 k 11 7 71 7
HD 1970((1&/\.../\(12’;):191_31/\_,./\1921:C QED

k
La restrizione della decomposizione data sopra al fascio A, avra un ruolo fondamentale
nell’analisi della sequenza lagrangiana (sezione [1.3.

Corollario 1.1.1 [ morfismi di fasci h and v della proposizione precedente si restrin-
gono ai morfismi di fasci

k k—lA 1
h:AT—’ C,’,Jrl/\Hr,

k ko
v, —CL

wnoltre, h e suriettivo.
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DIMOSTRAZIONE. Le espressioni in coordinate che seguono la proposizione precedente
k—1 1

implicano che le restrizioni di h e v di cui all’enunciato sono a valori nei fasci C 2, AH,

kA
eClpy.
Per mezzo di una partizione dell’unita si dimostra facilmente la suriettivita di h.
QED

Si noti che il morfismo v del precedente corollario e suriettivo su di un sottofascio

k
proprio, definito in modo intrinseco, di Cfﬂ. Tuttavia, ¢ la suriettivita di h che giochera

un ruolo fondamentale nel seguito.

1.1.c Differenziale orizzontale e verticale

Le derivazioni 1y, i,, e il differenziale esterno d danno due derivazioni di grado 1
[Sau89], [Cos94]. Specificamente, il differenziale orizzontale dj, e il differenziale verticale

d, sono definiti come i morfismi di fasci

 —

T r+1

dh = ihOd — dOih .

= >
> >

dy = 1,0d —doiy, : N, — Apiq,

Puo essere provato [Sau89] che dj, e d, soddisfano le proprieta

E=2=0, dyod,+dyod,=0,
dy, +d, = (7" od |

(jr+13)*odv =0 5 dO(jrS)* - (jr-l—ls)*Odh :

L’azione di dj, e d, sulle funzioni f : J,Y —— IR e sulle 1-forme di J,.Y caratterizza
univocamente dj, e d,. Si hanno le espressioni in coordinate
dnf = lIr+1o-fd0 = (aof + ?/;Haizf)do )
dpd® =0, dhd; = —d;,H AN, dhﬁ; = —19;+1 Ad
d,f = OLf9) |

d,d® =0, zm@:%HAf,

%%:o.

Infine, la prossima proposizione analizza le relazioni di dj, e d, con la decomposizione

della proposizione 1.1.1.
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Proposizione 1.1.2 Si ha
k 1 k k 1
dp, (Cr A Hr) = {O} dp, (Cr) C CT+1 VAN HrJrl
k 1 k1 1 k k1
d, (CT A Hr> C C 1 ANHea d, (CT) C C oy -

DIMOSTRAZIONE. Dall’azione di dj,, d, sulle funzioni e sulle basi coordinate locali
delle forme. QED

k
Corollario 1.1.2 Sia k >0, e a € A,.. Allora
T da = dyh(a) + dpv(a) + dyo(a)
quindi

h(n"? da) = dyh(a) + dyo(a) , v(n" T da) = dyv(a) .

1.2 Bicomplessi lagrangiani

In questa sezione viene richiamata la teoria dei bicomplessi lagrangiani su spazi di
getti di ordine finito, cosi come ¢ stata sviluppata da Krupka in [Kru90]. Lo scopo ¢ di
presentare un riassunto della teoria con la notazione sin qui introdotta.

Partendo dalla successione esatta di fasci di de Rham su J,.Y, si trova una sottosuc-
cessione naturale esatta. Questa sottosuccessione non e 'unica naturale ed esatta che si
potrebbe considerare. La scelta di questa successione verra effettuata dietro alcune con-
siderazioni sul calcolo delle variazioni presentate nell’appendice |A.8. Poi viene definita la
successione lagrangiana di ordine r come il quoziente della successione di de Rham per
mezzo della sottosuccessione esatta di cui sopra.

Si inizia considerando la successione esatta di fasci di de Rham su J, Y

0 1 (r+1)m+1
0 R A — L o, A 20,

La fibra di J.Y su Y e topologicamente banale; piti precisamente, Y e un retratto
differenziabile di J,Y', quindi le coomologie di de Rham di Y e J,Y sono isomorfe. Percio,
e auspicabile ridurre i fasci su J,.Y a fasci su Y. Cio ¢ possibile considerando su J,.Y i
fasci indotti dalla topologia dei tubi su J, Y, cioe la topologia generata da aperti ddel
tipo (7r6)71 (U), con U C Y aperto in Y. Cosi, d’ora in poi, i fasci di forme su J,Y e i
sottofasci relativi saranno considerati come fasci su Y del tipo precedente.
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1.2.a Sottosuccessione di contatto

Si possono fornire parecchi esempi di sottosuccessioni naturali della successione di

de Rham. Per esempio, sottosuccessioni naturali della successione di de Rham nascono
1

considerando gli ideali generati in Jk\r dal suoi sottofasci naturali 7{l(r,s), Clrs)s - (0 <
s < r). Non tutte le sottosuccessioni naturali della successione di de Rham sono esatte.
In questa sottosezione si studia una sottosuccessione naturale esatta della successione di
de Rham, che risulta essere di particolare importanza nel calcolo delle variazioni, pur
essendo definita indipendentemente (appendice [A.8).

Si definisce, per induzione su k

0 1 1 k k
O, = {0}, 0, =C,, O, =C,+d

k—1
C ..
k—1
Qui, d C , denota I'immagine del differenziale esterno di forme su J.Y ristretto alle

N k k
(k — 1)~forme di contatto di ordine r. E chiaro che O, & un sottofascio di A,. Cosi,
la seguente sottosuccessione naturale

1 2 m+1
0 o, —* .o 4 . 4.9 .y

e detta sottosuccessione di contatto della successione di de Rham. Si noti che, in generale,
k
i fasci ©, non sono i fasci delle sezioni di un sottofibrato vettoriale di 7*J,Y (vedere il

teorema )

Il seguente lemma e la seguente proposizione sono equivalenti, e sono state provate
indipendentemente in [AnTh92, p.15] e [Kru95a].

k
Lemma 1.2.1 Sia p € C,.. Allora si ha
dhp =0&p=0

DIMOSTRAZIONE. Infatti, sia
p=0; LN ANDE
I’espressione in coordinate di p; allora
dpp = yyrg0; R dO N A AN DSE ko AL A9
Il risultato si ottiene per induzione su k e r. QED

Si noti che un risultato simile non vale per d,.
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k k
Proposizione 1.2.1 Per ogni k, i fasci ©, sono la somma diretta su IR dei fasci C,

k—1
and d C ,

[Kru95a).

k—1

k —
DIMOSTRAZIONE. Siano a € C,, 3 € C ,. Si deve dimostrare che

a+df=0a=0, =0.

Ma a + df = 0 implica da = 0, e quindi dya = 0 e d,a = 0 per la proposizione [1.1.2. Il
lemma precedente da o = 0, e, per un simile argomento, 3 = 0. QED

Teorema 1.2.1 La sottosuccessione di contatto é esatta.

k k
DIMOSTRAZIONE. Infatti, sia ¢ € ©,. Allora, esiste un’unica ¢; € C, e un’unica

k—1
co € C, tali che ¢ = ¢ + dcg. Si supponga che de = 0. Allora, de; = 0, quindi ¢; = 0.
Cosi, ¢ = dcs. QED

Osservazione 1.2.1 La dimostrazione precedente da come sottoprodotto che il com-

k
plesso di cocatene dato dagli spazi vettoriali di sezioni globali di ©, ha coomologia banale.
]

k
Proposizione 1.2.2 [ fasci ©, sono soft (appendice A.3).

DIMOSTRAZIONE. Viene qui ripetuta la prova data in [Kru90] per convenienza el
lettore, adattandola alle presenti notazioni.

k
I fasci C, sono soft poiché sono fasci di sezioni di un fibrato vettoriale. Si consideri la
successione esatta corta

Lo
0 — kerd ——C, — im d — 0,
1
Dal lemma si ha kerd = 0, e questo e un fascio soft. Quindi im d = dC, e soft
(appendice [Wel80]. Per induzione su k, I'uguaglianza ker d = im d sulle k—forme, e
I’esattezza della successione

ooy
0 —— kerd ——C, —— im d — 0

k
si ottiene che ciascuno dei fasci dC, ¢ soft.
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Ora, considerando la successione esatta

k-1 & k-1
0—— kerd L~ C,®C, —2+ O, 0,

dove f, g sono i morfismi di fascio dati su ogni intorno tubolare Wé_l(U ) (conU CY un

sottoinsieme aperto) come

k-1 k
fu : (kerd)y — ( C . @CT> o — (o, —da)
U

k—1 k k
guz(cr@cr) e )y (@) e dat
U

k—1 k

kerd = im d (sulle (k — 1)-forme) implica che kerd ¢ un fascio soft, e, essendo C , & C,

soft, si ottiene il risultato. QED

1.2.b Bicomplessi lagrangiani

Qui viene introdotto il bicomplesso lagrangiano quozientando la successione di de
Rham su J,. Y con la sottosuccessione di contatto. Si ottiene una nuova successione, la
successione lagrangiana, che viene ad essere esatta. Nell'ultima parte della sottosucces-
sione viene descritta la relazione fra bicomplessi su spazi di getti di ordini differenti.

Proposizione 1.2.3 [l diagramma sequente

0 0 0 0
0 0 0 Lo, .6 T .0 . - 0
0 R /O\r d /lXT d /2\T d d Tm+2r d d 0
0 R—— A, A0, B R0, o Bl TRE 44
0 0 0 0 0

e commutativo, e le righe e le colonne sono esatte.
DIMOSTRAZIONE. Bisogna solo provare l'esattezza della riga in basso del diagramma.
Ma questo segue dall’esattezza delle altre righe e delle colonne. QED
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Definizione 1.2.1 Il precedente diagramma ¢ detto bicomplesso lagrangiano di ordi-
ne 1 associato alla varieta fibrata Y —— X [Kru90].

La riga in basso del diagramma ¢ detta successione lagrangiana di ordine r associata
alla varieta fibrata Y —— X.

La colonna delle 1-forme ¢ detta colonna cinematica, la colonna delle 2—forme ¢ detta
colonna dinamica, e la colonna delle 3—forme e detta colonna dell’integrabilita. O

Si noti che questo bicomplesso ¢ stato ottenuto in modo intrinseco, ma non e 1'unico
ottenibile in modo intrinseco. E stato ottenuto allo scopo di avere una successione esatta
che porti le informazioni appropriate relativamente al calcolo delle variazioni.

ko k
Proposizione 1.2.4 [ fasci A,./©, sono soft [Kru90).

DiMOSTRAZIONE. Infatti, ogni colonna ¢ una successione esatta corta di fasci in cui

ko k
©, e A, sono soft (appendice [A.3). QED

Corollario 1.2.1 La successione lagrangiana e una risoluzione soft del fascio costante

R suY [Kru90].

DiMOSTRAZIONE. Infatti, eccetto IR, ognuno dei fasci nella successione e soft, e questa
¢ precisamente la definizione di risoluzione soft (appendice [A.3).
[@eD]La conseguenza pill importante del precedente corollario e la seguente. Si consideri

il complesso di cocatene
0 1 1 (r+1)m-+1
0 ——— Ry — (A) < (AT/9T> I ( A ) —2 .0
Y Y Y

e si denoti con H¥g il gruppo di coomologia di ordine k del precedente complesso di
cocatene.

Corollario 1.2.2 [Kru90]. Per ogni k > 0 esiste un isomorfismo naturale
H?/S = ng RhamY :

DiMOSTRAZIONE. Infatti, la successione lagrangiana e una risoluzione soft di IR, quin-
di la coomologia del fascio IR e naturalmente isomorfa alla coomologia del precedente
complesso di cocatene. Inoltre, la successione di de Rham da luogo ad un complesso di
cocatene di sezioni globali, la cui coomologia e naturalmente isomorfa alla coomologia del
fascio IR on Y. Il risultato si ottiene per composizione dei due precedenti isomorfismi (si
veda in appendice la descrizione di tali isomorfismi naturali).

Quest’ultimo risultato ¢ stato raggiunto in [AnDu80], [Tak79], [Tul80], [Vin77], [Vin78].
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1.2.c Limite diretto

In questa sottosezione, sono analizzate le relazioni fra bicomplessi lagrangiani di ordini
diversi. In particolare, si mostra che esiste una inclusione naturale del bicomplesso di
ordine s > 0 nel bicomplesso di ordine r per ogni r > s. Infine, si costruisce il limite
diretto del sistema di bicomplessi.

Si ricordano gli isomorfismi naturali (0 < s <)

k k k k E ok k k
O; ~ 7. Oy, Ay~ 7" A (As/@s) ~ (Wg*/\s/ﬂ;*@s) , (1.1)
e le inclusioni naturali
k k k k
"0, C O,, T As C A,

Lemma 1.2.2 [Kru90]. Sia s < r. Allora, le inclusioni precedenti inducono il morfi-
smo di fasci iniettivo

kok kok
X5 (AS/@S> — (AT/@T> o] —— 7 a] .
DIMOSTRAZIONE. Il precedente morfismo ' ¢ ben definito, poiché
[o] = [8] = [7"a] = [7"/]

per via delle inclusioni precedenti.
k k
Il morfismo & anche iniettivo, poiché, se a € A, e 3 € A, sono tali che

("] = 770

k
allora, essendo 77*(a — ) € 7i*Ag, e essendo 75" (o — ) una forma di contatto, vale

(o — ) € wg*(f)s, quindi [o] = [4].

s

Osservazione 1.2.2 E chiaro che, se t < s < r, allora x"ox} = /.
Si hanno i diagrammi commutativi
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da cui il diagramma commutativo

k+1 k41

k k jo
Ar/@r—' Ar/@'r

r T

Xs Xs

koo kg, kL k1
As/@s — A s/ () s
Si possono riasumere i precedenti diagrammi commutativi stabilendo 'esistenza di un

diagramma commutativo tridimensionale (non esatto), le cui fette bidimensionali sono i
bicomplessi lagrangiani di ordine 1, 2, . ... ]

Tenendo conto della precedente osservazione, si definiscono i seguenti fasci su Y’

k k k k
O = Uren @r7 A= Uren Ar-

Le unioni precedenti hanno senso, tenuto conto degli isomorfismi naturali (1.1). Si noti
che i fasci definiti sopra coincidono con il limite diretto dei sistemi di fasci

k k
T 67“ @r+1

k k

D Ay e Ay —

poiché le mappe di tali sistemi possono essere identificate con le mappe inclusione in virtu
degli isomorfismi naturali [Sau89]. Si puo dimostrare facilmente che

k k k k
A/@ - UTENAT/@T .

Il differenziale esterno passa al limite diretto; piu precisamente, per ogni k£ > 0 si
definisce un morfismo di fasci

k k+1
d:N— A :a+——dao

k k
ove, essendo o € A, per qualche r, da coincide col differenziale di a su A,.. Analogamente,
si definiscono le proiezioni h e v; in particolare, si ha la decomposizione naturale

k—
C

1

k 1 k
A=C AHaC,

in cui la prima e la seconda proiezione coincidono, rispettivamente, con h e v. Si defini-
scono in modo analogo a quanto fatto per d il differenziale orizzontale e il differenziale
verticale. Si definisce, inoltre, un operatore

By (K/é) . (’“Xl/’“g)
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Proposizione 1.2.5 [l diagramma sequente

0 0 0 0 0
1 2 k
0 0 0 o—* .61 1 o1
0 1 2 k
0 R A—2 a2 pA 2 2
0 11 2 2 k k
0 R Ry /< Ly e g Prm, AJO 22t
0 0 0 0 0
e commutativo, e le righe e le colonne sono esatte.
DiMOSTRAZIONE. Dall’analogo risultato per i bicomplessi di ordine finito. [QEDIS{

noti che la mappa Ej coincide con il differenziale orizzontale d,.

1.2.d Confronto con altre teorie

In questa sottosezione sara esposta brevemente la teoria dei bicomplessi variazionali
nella formulazione data da Tulczyjew [Tul75, Tul77, Tul80, Tul85, Sau89]. Tale formula-
zione produce una successione lagrangiana uguale a quella prodotta da Takens in [Tak79]
con tecniche analoghe.

Il risultato di questo paragrafo, esposto anche in [Vit96a], & che la successione lagran-
giana di Tulczyjew (e quindi anche la successione lagrangiana di Takens) sono isomor-
fe al limite diretto della successione lagrangiana di ordine r, ossia alla successione che
costituisce la riga in basso del diagramma della proposizione [1.2.5.

E possibile introdurre una prima semplificazione dei fasci quoziente.

Lemma 1.2.3 La restrizione della proiezione

k k—lA 1
h'Ar_> Cr+1/\HT’
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k
al fascio ©,. ha la forma

k k—1

h: ®r —_— dh C ro.
DIMOSTRAZIONE. Dalle proposizioni ell.2.1. QED

Proposizione 1.2.6 La proiezione h induce l’isomorfismo naturale di fasci
kook k=1, 1 k—1
(Ar/@,,) — (C 1 /\Hr> /dy C . : o] —— [h(a)] .
k
DIMOSTRAZIONE. La mappa ¢ ben definita, poiché se ¢ + dp € ©,, allora

[h(a + ¢+ dp)] = [h(a) + dyp] = [h(a)] -

k k
Inoltre, la mappa ¢ iniettiva, poiché se o € A, e o € A, allora

[(a)] = [h(e/)] = h(e = o) = dyp ,

k—1
con p € C .. Quindi, essendo a — o’ = h(a — /) + v(a — )

a—do =dp+v(a—d).

Ora, si somma e si sottrae la sezione d,p al membro di destra della precedente
equazione

a—d =dp+v(a—a)—dyp,

k k
e calcolando la classe di o — o nello spazio A,11/0,,1 per mezzo del morfismo iniettivo
X5t si ottiene [a] = [o].

Infine, la mappa e suriettiva poiché h e suriettiva. QED

Osservazione 1.2.3 Malgrado 'apparente complessita del fascio quoziente

k—1 1 k—1
<C ;4+1 /\Hr) /dy C ., & notevole che questo ¢ ottenuto come quoziente di sottofasci

propri dei fasci /k\,,« e (E),,. Quindi, la ricerca di un rappresentante naturale in ogni classe di
equivalenza sara semplificata considerevolmente.

Inoltre, si noti che 'isomorfismo della proposizione precedente vale per tutti gli r,
permettendo generalizzazioni della procedura al bicomplesso lagrangiano di ordine r. [

Osservazione 1.2.4 Sia (0 < s < r. Allora, il morfismo iniettivo x % induce il morfismo
Iniettivo

k—1

k—lA 1 k—1 k—lA 1 -
CAAM, ) JdyCyo— [ CA AH, ) JdyC . O
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Pertanto, se si definiscono i fasci

1 1 k k—1 k—1 k—1
H = UT‘ENH’I’7 C:= Uren Crv dhc = UTENdhCry

si puo facilmente dimostrare che vale I'uguaglianza
k=1 1 k—1 k=1, 1 k—1
(C /\H) /dy, C :UreN(C TH/\HT) /dy C ..
Inoltre, si ha 'isomorfismo naturale

1

11
AN/O~H, (1.2)
e per ogni k > 1 si ha l'isomorfismo naturale
ko k k=1 1 k—1
A/O ~ <C /\H) /dy C (1.3)
tramite i quali e possibile dare la successione esatta

0

1 1 1 1 k—1 1 k—1
0— A Loy B (C/\H)/dhc Ba, . By (C /\H)/dhC B,

in cui la mappa Ej, coincide con il differenziale orizzontale d;. Pertanto, ¢ evidente
I’enunciato del prossimo teorema.

Teorema 1.2.2 Il limite diretto

0 1 1 k k
0 R AL pAjo B Bey pjg Bl

della successione lagrangiana di ordine r ¢ isomorfo alla successione

k—1 1 k—1
0— R— A2 H El~...EkL<CAH>/dhcﬂ»...

k
Per k > 0, si indichi con A(X) il fascio delle k—forme su X. La proiezione 7 :

0 0 1 1
Y —— X fornisce le inclusioni naturali A(X) C A e A(X) C H.

Ora, si rammenti che la successione lagrangiana, nella formulazione di Tulczyjew e di
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Takens, e data dalla riga in basso del seguente bicomplesso

0 0
0 R R 0
0 0 1 2
00— A(X) i — C o c— ™
d dp, —dp, dp
1 1 dy 1 1 dy 2 1 dy
00— A(X) H CAH CAH
1 0 g 1 1 1 ogr 2 2
0 — H/dpA 25 (C AH)/dWC 22 (C AH)/dpC —22s

Lemma 1.2.4 Si ha il sequente diagramma commutativo

1 B 11 1
H ~ (CAH)/dC
\ /
H/dp A

0
DIMOSTRAZIONE. Infatti, Fiod, = Fi0FEy = 0, quindi d,A C ker E;. Pertanto, il
1 11 1
morfismo di fasci Fy : H —— (C A 'H)/d,C passa al quoziente, permettendo di definire

un morfismo

1 1

.1 0 1
Ey:H/dyA — (CANH)/diC : [o) — Ey(«) . [@ED

Teorema 1.2.3 La gia citata successione lagrangiana del precedente diagramma € ot-
tenuta dal limite diretto della successione lagrangiana di ordine r, mediante il diagramma
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commutativo del precedente lemma e le uguaglianze

E, =FE, E, =FEy per k>1.

k+1 k+1

k
DIMOSTRAZIONE. Segue dal fatto che, se v € A, allora Ei([o]) € A / © corrisponde

)
ko1 k
mediante il gia citato isomorfismo naturale alla classe [h(da)] € (C A'H)/dyC, quindi

[(de)] = [h(d(h(a) + v(a))] = [duh(e) + dn(v(a))] = [doh(@)] .

Osservazione 1.2.5 La formulazione dei bicomplessi lagrangiani sui getti di ordine
finito presenta alcuni vantaggi rispetto alla formulazione dei bicomplessi lagrangiani sui
getti di ordine infinito:

1. i bicomplessi lagrangiani sui getti di ordine infinito non sono costruiti come un
limite diretto di bicomplessi di ordine finito; invece, come si e visto, i bicomplessi
lagrangiani sui getti di ordine finito ammettono un limite diretto che produce la
stessa successione lagrangiana;

2. la costruzione dei bicomplessi lagrangiani sui getti di ordine finito € molto piu
intuitiva della costruzione dei bicomplessi lagrangiani sui getti di ordine infinito,
e molto piu semplicemente ricollegabile al calcolo delle variazioni.

L’idea chiave che ha permesso la costruzione sui getti di ordine finito ¢ dovuta a
Krupka [Kru90], e consiste nell’estendere la formulazione di un problema variazionale a
comprendere 1-forme su J;Y (lagrangiane generalizzate) (appendice[A.8). O

1.3 Swuccessione lagrangiana del primo ordine

In questa sezione si trovano fasci di morfismi fibrati che sono isomorfi ai fasci quoziente
della successione lagrangiana del primo ordine.

Come conseguenza, si individuano i fasci degli oggetti geometrici del calcolo delle
variazioni (lagrangiane, morfismi di Eulero-Lagrange, ecc.; si veda I’appendice . Inol-
tre, ¢ data una generalizzazione della definizione standard della forma di Poincaré—Cartan
ed una formulazione intrinseca delle condizioni di variazionalita locale di Helmholtz. Da
cio si puo anche osservare che nel formalismo dei getti infiniti si perdono informazioni
relativamente all’ordine del getto su cui gli oggetti sono definiti.

L’analisi inizia restringendo il bicomplesso lagrangiano del primo ordine al seguente
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sottocomplesso esatto corto

0 0 0 0 0
.

0 -0 - 0 Y P R A 0

0 R R A A LA, 0

0 R R =P A0, LA, /6, 2 B, (Xl/(;) — 0
0 0 0 0 0

poiché, secondo quanto noto all’autore, se k > 4 non c¢’é¢ una interpretazione della colonna
di grado k del bicomplesso lagrangiano in termini degli oggetti geometrici del calcolo delle
variazioni (appendice|A.8). La riga in basso al diagramma ¢ detta successione lagrangiana
corta.

1.3.a Morfismo di Eulero—Lagrange

11 2 2
In questa sottosezione verra dimostrato che i fasci quoziente A;/01, A;/0; della suc-

cessione lagrangiana del primo ordine sono isomorfi a certi sottofasci di fasci di sezioni di
un fibrato vettoriale. In questo modo, si potranno dare in modo esplicito le espressioni in
coordinate dei morfismi di fascio Ey, Fj.

Proposizione 1.3.1 Si ha il morfismo naturale di fasci

11 1
I : (A1/@1) —— HY o] — dpa

1 1
DIMOSTRAZIONE. Dalla precedente proposizione, essendo, per k =r = 1, ©; = Cq,
1
quindi ~(6;) = 0. QED

1 , A
Osservazione 1.3.1 Se a € A; ha I'espressione in coordinate a = agd® + ci;d’ + addp,
allora si ha ’espressione in coordinate

Lo = (¢ + iy + adyhy)d”
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Inoltre, e chiaro che Ej si esprime attraverso [; come

Eozihod .

1 1 1
Sia V; := HZ. Una sezione L € V; & detta lagrangiana del primo ordine generalizzata.
E bene notare che il fascio delle lagrangiane del primo ordine della letteratura standard

1 1 1
(appendice A.8) & Hy, e che H; C H5.

2 2
Per quanto riguarda il fascio A; /O, tenendo conto dell’isomorfismo della proposizione

ci sono due obbiettivi principali:

1 1
1. per ogni a € C{ A 'H, trovare una 1-forma di contatto p, naturale e possibilmente

unica, sotto un’appropriata condizione, in modo che il morfismo di fasci

2
Aoys o] —— a + dpp(a)

1 1 1
[2 . (0124 VAN H1> /dhcl
sia iniettivo (per qualche s € N);

2. caratterizzare I'immagine del precedente morfismo di fasci I in modo da ottenere

2 2
un fascio di morfismi fibratiche sia isomorfo a A; /0.
Dunque, si cerca di raggiungere il primo obbiettivo mediante il lemma seguente.

Lemma 1.3.1 FEsiste un morfismo naturale suriettivo

1 1 1
p: CQ /\Hg - C(271) .

Inoltre, p soddisfa

1
p(dnB) = =3 vBecC .
II)IM(l)STRAZIONE. Si lavora con 1 fibrati vettoriali ricordando la definizione dei fasci

1
Ca, Ha, C(2,1)-
Prima di tutto, il morfismo fibrato 95 fornisce ’isomorfismo

1m19§ ~ JQY X V*JlY .

J1Y

Allora, dim X = 1 implica ’esistenza del seguente isomorfismo naturale

(imdi) A T°X — V)Y ® T*X .
JZY JQY

L’inclusione naturale Vy-J1Y —— VJ, Y, ove VyJ1Y := ker T'm}, induce la restrizio-
ne fibrata verticale V*J; Y — Vg 1Y
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La struttura affine di J;Y —— Y da l'isomorfismo fibrato Vg 1Y ~TX ® V*Y.
nY

Per composizione, si ha il morfismo fibrato
(imd3) AN T" X — LY X <TX VY ®T*X> .
LY Y Y Y

Componendo il precedente morfismo con una contrazione (che qui ¢ un isomorfismo),
e con l'isomorfismo

(JQYXV*Y) e (JQY X imﬁ’{)
Y LY

indotto da 11, si ottiene un morfismo fibrato che induce il morfismo di fasci cercato.

. , 0
Infine, se, in coordinate, o = ;0 Ad° + a9 Ad® (con a;, 0 € Ay), allora I'espressione
in coordinate di p(a) &

p(a) = oy’ .

Mediante questa espressione in coordinate si dimostra facilmente I'ultimo asserto dell’e-

nunciato.
QED

Si noti che un risultato analogo € raggiunto in [Kol93|.

Proposizione 1.3.2 Il morfismo di fasci
L, 2
<62 /\H1> — Ay a— a+dpp(a)
induce il morfismo iniettivo di fasci

1 1 1 2
12 . (6124 /\H1> /dhcl _— A3 : [CY] o+ th(O&)

1 1
DIMOSTRAZIONE. Il morfismo ¢ ben definito, poiché se a, 3 € C4 A ‘H; tali che 8 =

1
a + dpq, with ¢ € Cq, allora
B+ dnp(B) = o + dnq + dpp() + dpp(dnq) ;

ma vale p(dnq) = —q quindi 8+ dpp(5) = o + dpp(a).

Bisogna provare l'iniettivita del morfismo. Ricordando il morfismo iniettivo dell’osser-
k—1 1
vazione [1.2.4] si calcolano le classi di equivalenza delle sezioni di C ' A H; nello spazio

1 1
immagine. Quindi, se «, 3 € C4 A H; sono tali che

B+ dnp(B) = o+ dpp(a) ,
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1
allora 3 — a € dpC(2,1), che conclude la prova. QED

1 1
Osservazione 1.3.2 Se o € C4 A Hy, e se l'espressione in coordinate di a ¢ a@ =

4 , 0
;0 A d° + a9 A d° (con ay,af € Ay due funzioni affini rispetto alla struttura affine di
JoY —— J1Y), allora l'espressione in coordinate di o + dpp(«) &

o+ dap(a) = (0 — m3002) # A0 . O

Il secondo punto del programma e la caratterizzazione dell'immagine di I5. A questo
scopo, usiamo la versione geometrica della formula di variazione prima, come data in

[Kol83].

1 1
Proposizione 1.3.3 Sia a € C4 A Hy. Allora, la forma p(a) & lunica sezione del
1

fascio Co tale che

1 1 1 1
a+dpp(a) € (Cé,l) A Hg) C (Cg A Hg)
1 1 1
DIMOSTRAZIONE. Sia a € C5 A Hi, ¢ € Ca, e si supponga che le espressioni in
coordinate di «, g siano

a=a " Nd® + )9y Ad q = qV" + )0

(si ricordi che o; e af sono funzioni affini su J,Y).

Allora,

dng = m30q:d° AV + ﬂgoq?do A 196 + qi(—q% A do) + q?(—ﬁéo A do) ,

1 1
Osservando 'espressione di « + dp,q, si nota che, per avere o + dpq € Cé A Ho, deve
essere ¢ = 0, quindi ¢ = af. QED

Osservazione 1.3.3 La scelta del sottofascio

L 1 1 1
(¢ na) < (Cnttr)

2 2
fornira rappresentanti del fascio quoziente A;/©; con un numero minimo di componenti.

]

Teorema 1.3.1 Si ha lisomorfismo di fasci

2 2 2
IQ . Al/@l _— Vl,
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dove
2

Lo 1 ! ;
V= (Cg ANHy+ dhc2> n (6(3,1) A H3>

DiMOSTRAZIONE. Dall’isomorfismo della proposizione[1.2.6, dal morfismo iniettivo I
e dalla precedente caratterizzazione dell'immagine di I5.

2
Osservazione 1.3.4 Il fascio V; € un fascio di spazi vettoriali reali, ma non ha la
struttura di modulo sull’anello C*°(J3Y"); quindi, non puo essere il fascio delle sezioni di
un fibrato vettoriale [Wel80]. O

1 ,
Corollario 1.3.1 Sia a € V4, e sia a = (ag + ;yp)d° Uespressione in coordinate di

h Allora, si ha l'espressione in coordinate
Ei(a)=E¥' ANd",
con
E; =0,(a0 + yoo;)+
+ 130(0py; + yg('?jai + ygoajoozi — g — ygoé??aj) :
DIMOSTRAZIONE. E un calcolo diretto, usando l'identita
Eq((a0 + i¥ing)d’) = Epoas
dove 8 = apd® + ;d. QED

2
Una sezione E € V; e detta morfismo di FEulero—Lagrange del primo ordine generaliz-
zato. Ey e detto operatore di Fulero—Lagrange generalizzato.

Osservazione 1.3.5 E di fondamentale importanza notare che 'operatore di Eulero—
Lagrange standard (vedere la proposizione [1.3.4/ e 'appendice [A.8) produce esattamente
lo stesso risultato di Fj(«) quando ¢ applicato ad una lagrangiana del secondo ordine

1
o € Hy.

Cio implica che le teorie meccaniche basate su lagrangiane affini del secondo ordine
possono essere viste anche come teorie del primo ordine usando lagrangiane non orizzontali
(si veda I'appendice A.8 per maggiori dettagli). Ed & bene ricordare che la maggior parte
delle lagrangiane del secondo ordine note in fisica sono affini. O

Tenendo conto dell’osservazione precedente, si da il seguente risultato sui morfismi di
Eulero-Lagrange del secondo ordine.

2
Corollario 1.3.2 Sia o € Ay. Allora le sequenti condizioni sono equivalenti.
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1 1 2
1. o€ H(l,O) ANA ) C A

1
2. p(h(a)) € Cy;

2
3. Iy([a]) € V1 é una forma sullo spazio dei getti del secondo ordine JoY .

2
Inoltre, il sottofascio di V1 che contiene tutti e soli © morfismi di Eulero—Lagrange
generalizzati che soddisfano una delle condizioni precedenti € il sottofascio

1A 1 2

DIMOSTRAZIONE. La prima proposizione viene facilmente dalle espressioni in coor-

dinate. Per la seconda proposizione, basta notare (mediante le espressioni in coordinate)
1 1
che tutti i morfismo di Eulero—Lagrange del secondo ordine sono contenuti in Cé o) /\ H, e

che l'isomorfismo I, ¢ suriettivo su tale sottofascio (mediante una partizione dell’unita).
QED

1.3.b Morfismo di Helmholtz

Questa sottosezione e dedicata ad una descrizione del fascio

B (1221) ~ B (Xl/é) _ (d/le/d(z)l)

In particolare, verra trovato un isomorfismo di questo fascio con un fasco di morfismo
fibrati. Cio rendera possibile dare una espressione in coordinate della mappa FEs, e fornira
un oggetto geometrico intrinseco il cui annullarsi e equivalente alle condizioni di Helmholtz
di variazionalita locale.

Sarebbe auspicabile procedere per analogia con il caso del morfismo di Eulero-Lagrange.
Ma ci sono le seguenti difficolta.

1. In questo caso, a differenza del morfismo di Eulero-Lagrange, si ha a che fare con
3—forme; sfortunatamente, non sono a conoscenza dell’autore morfismi naturali che
possano giocare un ruolo analogo a quello di p.

2
2. Sia E € V;. Allora, per calcolare 'espressione di Ey(FE), € molto difficile trovare

2
una 2-forma o € A; tale che Ir(Ja]) = E. Cosi, ¢ difficile usare la commutativita
del diagramma per calcolare Fs nei casi concreti.
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Quindi, il modo piu conveniente per raggiungere lo scopo ¢ di usare la proposi-
2 2 2

zione [1.2.6 insieme all’isomorfismo A;/©; —— V; per semplificare I'analisi del fascio
2 2

E2 (Al/gl) .

Lemma 1.3.2 Si ha linclusione naturale

2 2 2, 1 2
(dAl/d@1> —_— <C4 /\Hg) /dhC3 : [dOé] [ — [dEl(Oé)] .
DIMOSTRAZIONE. E una conseguenza diretta dell’identita
a = Ei(a) = dpp(h(a)) + v(a) .

e di ddh = —dhdv. QED
Quindi, si cercano rappresentanti naturali delle classi dell’immagine di

1

2 1 1 1A 1 1 2A 1
dV, C (A3 /\C(371) /\Hg) C (C4 /\C(371) /\H3) C (C4 /\H3)

2 1 2 2
nel quoziente (Cf A H3) /dyCs; questa immagine ¢ denotata da [dV;]. & possibile ca-

ratterizzare un unico rappresentante di ogni classe di equivalenza di [d)2}1] per mezzo del
morfismo di Eulero-Lagrange standard. La formulazione geometrica del cacolo delle varia-
zioni ¢ stata sviluppata principalmente in [Fer83], [FeFr82], [GaMu82], [Kol83], [Kru83],
[Sau89]. La seguente formula di decomposizione ¢ dovuta a Kolar [Kol83], e fornisce un’e-
stensione al calcolo delle variazioni di ordine maggiore di 1 del morfismo iniettivo I, della
sottosezione precedente. Il risultato verra solamente riformulato nella presente notazione.

11
Proposizione 1.3.4 (Formula della variazione prima) Sia o € A AN'H,.. Allora esiste
1 1 1
un unico Eq € Cap1) A Har € un unico p, € C(or—1, tali che

0 = E, — dppa -

T

DIMOSTRAZIONE. Per una prova, vedere [Kol83]. 'unicita di p, segue dal lemma/(1.2.1]

QED

D’ora in avanti si supporra che p sia un multiindice tale che 1 < |p|.

Osservazione 1.3.6 Sia a = o;d'Ad*+a;di Ad° I'espressione in coordinate a (s > 1).
Allora, ’espressione in coordinate di £, viene a essere

Eo = (o + ()P Jaf)0" Ad® O
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Secondo il lemma [1.3.2 si procede fornendo un rappresentante di ogni classe di equiva-

2
lenza di [dV] su di un aperto coordinato. Poi verra caratterizzato queto rappresentante,
provando che ¢ intrinseco. Prima di tutto, ¢ necessario il seguente lemma tecnico.

1 1 1
Lemma 1.3.3 Sia 3 € A3 AC31) A Hs. Si supponga che l’espressione in coordinate
di B sia

Jop

B =B AN A+ 26500 A A

Siau:Y —— VY un campo vettoriale verticale con espressione in coordinate v = u'0;.
Allora si ha E;, g = ey9? Ad°, con

e; = 2u'(By — JoBy + JooB) — JoooB5; ")
+2Jou’ (B + B, — 2J035; + 3J00235;°)
P2l (4 — 5+ 303
+2 o0t ( %00 + ;??0)
DIMOSTRAZIONE. Segue dall’espressione in coordinate di E;,, 5 e dalla regola di Leib-
nitz per Jp.

QED

Il lemma seguente ¢ dovuto a Krupka [Kru90]. Una forma alternativa di questo
risultato si puo trovare in [Bau82].

Lemma 1.3.4 Sia U CY un aperto coordinato, e sia
1 1 1
pe (As NCiay A H3> )
U
con espressione in coordinate
B =By A A+ 2895 AP Ad

p

. 1 1 A
HplU] € (C<6,4) A C(&l)) N Hs
U

Allora esistono

tali che
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DIMOSTRAZIONE. Si procede decomponendo i coefficienti di 75" 3 in parte simmetrica
e antisimmetrica

(85 = B0 AN A = dp(B0" A7) = JoBpd" AT A

(B + By A A = d (B + BN A — JoB0E A7)
— 2JoB%94 AN° A d° + Joo BP9 A A d°

(9 B0 N9\ = (= 0 9 = 5575 1 )
t dn (= (B + 2J085°)0 A + Joo B0 A )
— Jooo B0 A A d° + 3o By T A A d

J
+ 308000 A A d°

Cosi, la prova e completata ponendo

U] = (B — Jo ?j + Joo Z'Ojo — Jooo ?joo)ﬁi A A d
+ (85 + B — 2J085) + 3Jo0 85 )0 A A d°
+ (B = B + 3JoB5 )00 A A+ (B + BI0) 0 AP A d°

— (BY + BY — JoBU° — 21,8509 A 9

+ B0 NI — (B — B N9 . (@B

Teorema 1.3.2 (Formula di variazione seconda generalizzata,).

1 1 1
Per ogni 3 € A3 A C31) A'Hs esiste un unico

1

1 1 A
Hﬁ € (C(674) /\6(671)) N Hs

tale che
1. rispetto all’incllusione dell’osservazione 1.2.4 si ha [B] = [Hg);

2.Vu:Y — VY, E, ;=0 &  Hz=0.

DIMOSTRAZIONE. Si usa il lemma precedente con le stesse espressioni in coordinate.
Per via della proposizione 1.2.6 e dell’osservazione|1.2.4, su ogni aperto coordinato U C 'Y
la forma Hg[U| soddisfa la prima condizione dell’enunciato.
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La condizione H[U] = 0 ¢ equivalente a

2845 — (Jo ?j —Jo ?j) + (JOOB%O — Joo ?ZQ) - (Joooﬁ%oo — Jooo %00) =0
b+ B — 2408 4 3Joo 55 = 0
00 00 000 __
000 000 __

Inoltre, larbitrarieta di w implica che E;,_5 = 0 se e solo se valgono le seguenti
condizioni locali:

Bij = JoBiy + JooByy — JoooBy" =0
9 1 31 =0

000 |, 000 _

i t O =0

E possibile decomporre la prima equazione del sistema precedente nella sua parte sim-
metrica e antisimmetrica. Allora, la seconda e la quarta equazione del sistema precedente
implicano 'annullarsi della parte simmetrica della prima condizione. Quindi, si ottiene
che E;, 5 = 0 per ogni campo vettoriale certicale u su Y se e solo se ﬁﬁ[U] = 0. Cosi, la
seconda condizione dell’enunciato ¢ soddisfatta localmente da Hs[U].

Siano U and U’ due aperti coordinati con intersezione non vuota. Allora, essendo
E; ,6 =0 una condizione intrinseca, si ottiene

f{ﬁ[U”UﬁU’ =0 A HulU |y =0 .

Ma la formula precedente ¢ chiaramente equivalente a
HsUl|urwr = Hp[U')|urwr -
Se, per ogni aperto coordinato U C Y, si pone
Hs = Hp[U]

allora si ottiene che Hg ¢ un oggetto intrinseco che soddisfa le condizioni dell’enunciato.
Questo completa la prova.

11 1
Corollario 1.3.3 Sia 8 € A3 ACz1y) A'Hs.

Allora esiste un unico

1

1 1 A
Hﬁ € (6(674) /\C(&l)) A Hs
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e un unico

1 1 A
qp € (C(w A C(m))

tali che
]. Wg*ﬁ = ]r]ﬁ — thB )

QVUY—>VY, Ei3520 54 HgZO
DIMOSTRAZIONE. Dal lemmal1.2.1] QED

2
Corollario 1.3.4 Ej <V1) e isomorfo all'immagine del morfismo iniettivo

1

2 2 1 A4
I <dA1/d@1> —_— <C5 /\C(5,1)> AHy: [da) — Ha(p, (1a))) -

DIMOSTRAZIONE. I3 ha valori in
1 1 Ay 1 1 Ay
<C5 /\ C(5’1)) A\ H4 C (C(6,4) /\ C(6,1)> /\ H5

per via dell’espressione in coordinate di £y(c) and Hyg, (o). L'iniettivita di I3 segue dal
corollario precedente e dal lemma[1.3.2 QED

Osservazione 1.3.7 A differenza del morfismo di Eulero—Lagrange, il morfismo di
Helmholtz non e caratterizzato dall’appartenenza ad un particolare sottofascio. Tuttavia,
l'annullarsi di [da] ¢ completamente equivalente all’annullarsi di Hyg,. Questo risultato ¢
ottenuto in modo piu complicato in [AnDu80]; si veda anche [GiMa90] per una derivazione
delle condizioni di Helmholtz per mezzo delle equazioni di Euleor—Lagrange. Inoltre, ¢
evidente che 'annullarsi di Hg, € una condizione piu debole dell’annullarsi di da. O

Corollario 1.3.5 Il morfismo di fasci Ey puo essere espresso mediante Iy e I3 da

2

11 A4
E22V1—> <C5/\C(571)> /\H42EI—>HdE .

Inoltre, se l'espressione in coordinate di E ¢ E = Ej¥ A d°, allora 'espressione in
coordinate di Ey(E) ¢

Ey(E) = (0E; — JoO)E; + Joo0" Ej — Joood{ E;)9" A A d°

0, E; + 0] E; — 2J00)° Ei + 3J000] " E;) 0y AN A d°
0 E; — 0)°Ei + 3Jo0)" Ei)dgy A A d°

+(0)"E; 4+ 0] E;) 900 A A d

)
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. 2 2
Osservazione 1.3.8 E facile rendersi conto che, analogamente a V1, Fs (Vl) non ¢

il fascio delle sezioni di un fibrato vettoriale.

E5 ¢ detto operatore di Helmholtz generalizzato. Si possono riassumere i risultati di
questa sezione nel teorema seguente.

Teorema 1.3.3 La successione lagrangiana del primo ordine corta € isomorfa alla
successione esatta

0 1 2 2
0 R A —2 Ly B Ly B E2<V1>—>O.

1 1 2
dove si ¢ posto V1 := H5', e By (Vl) e isomorfo all’immagine del morfismo iniettivo del

teorema precedente.

2
Corollario 1.3.6 (Problema inverso globale). Sia E € <V1> una sezione globale
Y

tale che E5(E) = 0. Si supponga, inoltre, che valga

ng RhamY =0.

1
Allora esiste una sezione globale L € (Vl) tale che E1(L) = E.
Y

Osservazione 1.3.9 E bene notare che il precedente riultato puo essere dedotto solo
per mezzo della successione lagrangiana lunga. Infatti, in generale, la successione lagran-
giana corta non e una risoluzione soft, né tantomeno una risoluzione aciclica, del fascio
costante IR, e il teorema astratto di de Rham non ¢ applicabile (appendice [A.3). ]

Osservazione 1.3.10 In questa sottosezione si € ottenuto un morfismo di Helmholtz
intrinseco associato ad ogni morfismo di Eulero-Lagrange generalizzato del primo ordine
mediante il morfismo di fasci F». L’annullarsi del morfismo di Helmholtz € completamente
equivalente alle condizioni locali di Helmholtz standard (si veda, per esempio, [GiMa90]).

Come sottoprodotto, si ottiene una unica 2—forma di contatto intrinseca qq4p associata
ad ogni morfismo di Eulero-Lagrange generalizzato del primo ordine; ¢ gioca un ruolo
analogo a p. ]

1.4 Interpretazione meccanica

Questa sezione e dedicata ad una interpretazione originale della meccanica mediante il
bicomplesso lagrangiano di ordine finito, che & stata sviluppata in [MoVi95]. Si vedra che
il bicomplesso fornisce un utile schema logico in cui organizzare gli oggetti fondamentali
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del formalismo lagrangiano e le loro relazioni differenziali. In particolare, si otterra una
tabella che mostrera la lagrangiana X, il momento w, la forma di Poincaré—Cartan 7, la
forma dinamica w, la forma di Fulero—Lagrange €, la forma di Helmholtz n, 1’operatore
di Fulero—Lagrange Ey e I'operatore di Helmholtz E5, secondo lo schema seguente

1 d 2 d 3
T € 6, 6, - 0
1 d 2 i 3
TEMN Qe Ay

1 1 2 2 3 3
AeA /O, Bced /6, Bye i /o,

1.4.a La colonna cinematica
Si puo interpretare la proiezione sul quoziente mediante h.

Proposizione 1.4.1 La mappa data dalla composizione

1 1 ho 1
Ay & Hp — Ha

11
passa al quoziente A1/©1 fornendo l'isomorfismo di fasci

wyidér—»ﬁgqm—ah@.

1
Perl € Ay, si ha l’espressione in coordinate

[h] : [lod® + 10" + 10dL]) —— (lo + yiy)d" .

Ora si analizzano le possibili decomposizioni della colonna cinematica. Per questo
scopo c’e la necessita di trovare una successione esatta tra gli stessi oggetti, ma con le
frecce rovesciate. Il prossimo risultato fornisce una tale successione.

Definizione 1.4.1 Si definisce la mappa momento generalizzata come il morfismo di
fasci

1 1
II: Ay — Ayt a— p(h(da))

e la mappa di Poincaré—Cartan generalizzata come il morfismo di fasci

1 1
E:A — A rar—— a+ph(da)). O
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Osservazione 1.4.1 Si hanno le seguenti espressioni in coordinate

M(a) = ((8Pao — doaf) + (O a; — 9jaf)yg + (9Paf — 3}af)go) 0°

E(a) =(ap + ayy)d’+
(i + (8 — oaf) + (ay — 0;00 )y + (00l — o)y ) 6"+
addy. O

11
Proposizione 1.4.2 [l morfismo di fasci = passa al quoziente Ay/©1, producendo il
morfismo di fasci iniettivo

11 1
[Z]: A1/O1 —— Ay i [ —— L+ p(h(dl)) .
1
DIMOSTRAZIONE. [Z] passa al quoziente poiché, per ogni ¢ € ©4, si ha
c+p(h(de)) =c—c=0.

1
Inoltre, [Z] & iniettivo poiché, per ogni | € Ay,

1
l+p(h(dl)) =0=1€0,. e

Si consideri la successione esatta

1

1 1
0 0, Ay H 0. (1.4)

Si potrebbe sperare di decomporre tale successione usando le mappe [Z] e v. Tuttavia, i
loro domini e codomini sono troppo vasti; d’altra parte, si puo raggiungere tale obbiettivo
per mezzo di un’opportuna restrizione della successione.

Teorema 1.4.1 La successione
1 1 1
0—>@1—>H(170)—>H1—'0
e la massima sottosuccessione di che si decompone per mezzo di v secondo
1 1 |
0 ——Hy — Hpo — 601 ——0

ed ¢ la massima sottosuccessione di (1.4) che si decompone per mezzo di = secondo

1 1 1
0—>H1—> (1’0)—>@1—>0.

[1]
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Si definisce il sottofascio

Le mappe

1 1
h:P—’Hl, E:Hl—’P

sono isomorfismi di fascio, e sono I'uno inverso dell’altro.

1.4.b La colonna dinamica

Si puo interpretare la proiezione sul quoziente in termini di h, mediante i risultati
seguenti.

Osservazione 1.4.2 La mappa data dalla composizione
2 2 po L 1
A — Hepy — Ca N\ Ho
2 2 2 2
non passa al quoziente A;/0; poiché ©; # C;. O

2
Percio, e interessante trovare il massimo sottofascio di A; tale che la restrizione di h
passa al quoziente.

2
Teorema 1.4.2 Il massimo sottofasscio D C Ay, tale che la mappa data dalla com-
POSIZIONE

2 2 h 1 1
DQ A1 — H(2,1) - CQ/\HQ

2 2
passa al quoziente A1/O1, €

D = kerpoh.
L’espressione in coordinate di w € D é del tipo

w = 2(wio + W) y0)0" A d® + wii6 N6 + 200 65 NG

0
0
ove Wig, wj ;, Wij € Aq.

2
DIMOSTRAZIONE. Siano w,w’ € Ay; allora, [w] = [W'] se e solo se w' = w+ ¢+ dc, con

2 1
cE C(Lo), d e C(I,O)-
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- Si ha ker coh C D. Infatti, p(h(w)) = p(h(w’)) = 0 e [w'] = [w]. Allora, p(h(dc")) = 0,
quindi A(dc’) = 0, quindi h(w') = h(w).

- Si ha D C ker coh. Infatti, sia w € ker poh tale, che [w'] = [w] e h(w') = h(w). Allora,
h(dd) = 0, quindi p(h(dc')) = 0, quindi p(h(w')) = 0. QED

Corollario 1.4.1 La mappa data dalla composizione

2 2 h 1 1
DL’ Al — H(le) - C2 /\Hl

da l'isomorfismo di fasci

2 1 1
[h] : D/©) — Céjl) AHy : [w] — h(w).
Per w € D, si ha l’espressione in coordinate
[h] : [w] — 2(wio + w?jygo) A d°.

Osservazione 1.4.3 E interessante confrontare il risultato sopra ottenuto con il co-

2
rollario [1.3.2l In particolare, il corollario precedente fornisce un sottofascio di A; che
produce, nel passaggio al quoziente, tutti e soli i morfismi di Eulero-Lagrange del secon-
do ordine.

O

1.4.c Le colonne cinematica e dinamica

Il fascio D soddisfa la seguente proprieta fondamentale.

1 1
Teorema 1.4.3 Siaw € Dchiusa e sia 7 € Ay un potenziale locale diw. Se 7 € H1 ),

Allora

1
TePC H(I,O) .
D’altra parte

d(P)CD.

DIMOSTRAZIONE. Per quanto riguarda la prima proposizione, si ha 7 = h(7) + v(7),
e poh(dr) = 0. Quindi, poh(d(h(T) + v(7))) = 0. Ma si ha hd(v(7)) = dn(v(7)), e, per
una proprieta di p, pod,(v(T)) = —v(7). Inoltre, h(d(h(7))) = d(h(7)) poiché dimT = 1.
Quindi, si ottiene v(7) = p(d(h(T))).

1
D’altra parte, si ha A € Hy, po h(d (A + p(h(dX)))) = 0, che prova la seconda propo-
sizione.

QED
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Corollario 1.4.2 [ sequenti diagrammi commutano

d d

P D P

h h = h

1 B, 1 1 1 B 1 1
Hy— = ChyAH  Hy—— Chy A H,

1 1 1
Corollario 1.4.3 L’espressione in coordinate di Ey : Hi — Cé,l) ANHqi e
El()\odo) = (81/\0 — (,2[2)08?/\0)67’ A\ do .

Il seguente risultato da importanza ai precedenti sottodiagrammi.

Teorema 1.4.4 [AnDu80] La successione

1 B

1 1 3 3
Hy s Cl ) AHy —+ Ay /Oy (1.5)

1 1
e esatta in Cé,l) A H;.

1.4.d Interpretazione meccanica del bicomplesso lagrangiano

Sia A @ 1Y —— T* X una lagrangiana standard del primo ordine del calcolo delle
variazioni. Si puo verificare facilmente che il morfismo di Eulero-Lagrange standard ¢(\) :

1
JoY —— V*Y®yT*X associato con A e la forma E;()). Percio, si interpreta H; come il

fascio delle lagrangiane del primo ordine, éé,n A 71'(1 come il fascio delle forme di Eulero—
Lagrange, Ey come I’operatore di Eulero—Lagrange. Analogamente, si puo interpretare Ey
in termini dell’operatore di Helmholtz standard del calcolo delle variazioni.

Percio, si possono interpretare gli altri oggetti che emergono nel bicomplesso lagran-

1 1
giano. Secondo questa interpretazione, data una lagrangiana A € Hy, la forma II(\) € 6,
e detta forma momento della lagrangiana e Z(\) € P & detta forma di Poincaré-Cartan
della lagrangiana.

Nell’approccio diretto al formalismo lagrangiano, si parte da una lagrangiana A €
1

H, e si riempiono i vertici del bicomplesso lagrangiano (seguendo le direzioni basso—
alto, sinistra—destra) per mezzo delle mappe =, d, h. Si confronti questo approccio con
gli approcci standard alla forma di Poincaré—Cartan [Cos94, Fer83, FeFr82, GaMu82,
Gar74, GoSt73, HoKo82, Kol83, Kru73, Kru83, MaMo83b, Sau89], e con I"approccio della
formulazione geometrica del principio di minima azione (appendice .

Nell’approccio diretto al formalismo lagrangiano, si parte da un morfismo di Eulero—
1 1

Lagrange € € C(21) A H; e si cerca, sotto le condizioni di chiusura di Helmholtz, una
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lagrangiana locale, che e definita a meno del differenziale orizzontale di una funzione su
Y . Chiaramente, questa forma permette di riempire i vertici come nel caso diretto; ma
in questo caso, tutti gli oggetti della prima colonna sono deefiniti a meno di un gauge.

In particolare, non & conosciuto nessun morfismo naturale éé,o) /\71{1 —— D, analogo
a =, che permetta di muoversi verso ’alto in maniera univoca nella colonna delle 2—forms.
Nella letteratura (si veda, per esempio, [Gia92, MaPa91, MaPa94, Sau89]) tale mappa
puo essere trovata sotto ipotesi addizionali sulla struttura della varieta fibrata.

Nel capitolo 2 si vedra come lo schema di interpretazione del problema inverso si
adattera alla formulazione della meccanica lagrangiana in relativita galileiana.

Si noti che l'interpretazione meccanica del bicomplesso lagrangiano puo essere fa-
1

cilmente estesa alle lagrangiane del secondo ordine generalizzate A € V;; Krupka ha
dimostrato che E;(u) e proprio l'operatore di Eulero-Lagrange standard del terzo or-

1
dine associato alla lagrangiana affine del secondo ordine p € H%, come si & visto nelle
precedenti sezioni.
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CAPITOLO 2

STRUTTURE DELLA RELATIVITA
GENERALE CLASSICA GALILETANA

In questo capitolo sono sviluppate la teoria dei campi gravitazionale ed elettroma-
gnetico classica e la meccanica classica in relativita generale galileiana. La presentazione
¢ basata sulla formulazione di [JaMo93al, [JaMo93b], ma presenta aspetti originali sia
per quanto riguarda la teoria dei campi, ove viene studiato lo spazio—tempo galileiano
sfericamente simmetrico [Vit95a], [Vit95b], sia per quanto riguarda la meccanica classica
di una particella, in cui I'applicazione dei risultati del capitolo [1 porta ad interessanti
conseguenze [MoVi95].

Per convenzione la lettera G indichera assiomi la cui validita e generale nell’ambito
della teoria galileiana; gli assiomi indicati con altre lettere sono assiomi che vengono
soddisfatti da particolari soluzioni esatte.

2.1 Spazio—tempo

In questa sezione sono dati gli assiomi per le strutture fondamentali della relativita
generale galileiana, e cioe spazi di unita di misura e costanti fondamentali, spazio—tempo,
metrica verticale, connessione spazio—tempo.

2.1.a Unita di misura

Si assumono i seguenti semi—spazi vettoriali di dimensione 1:
T , lo spazio vettoriale orientato di dimensione 1 delle unita di tempo;
L , lo spazio positivo delle unita di lunghezza,

M , lo spazio positivo delle unita di massa.

Il seguente semi—spazio vettoriale

@ T QL2 QM |

r1,r2,r3€Q

50
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ove Q e I'insieme dei numeri razionali, & detto algebra tensoriale delle unita di misura.
Se r1,r9, 73 € Q, allora il semi-spazio vettoriale di dimensione 1 T ®L™ QM e detto
spazio di unita con dimensioni (r1,72,73).

Un campo tensoriale a valori in uno spazio di unita e detto scalato. Si noti che le
operazioni sui campi tensoriali (contrazioni, derivate di Lie, derivate covarianti, ecc.) si
estendono in modo naturale ad operazioni sui campi tensoriali scalati.

Si assumono, inoltre, le seguenti costanti fondamentali:

e la costante di Planck

he (TH*@L*QM ;
e la costante di accoppiamento gravitazionale

x € T?QL @M" .

Lo spazio Q := T*®L3¥2@M? ¢ detto spazio delle cariche.
Si assume che una particella sia rappresentata da una coppia costituita da una massa
e da una carica, ossia una coppia (m,q) € M x Q.

2.1.b Spazio—tempo

Assioma G.1 Si assume che lo spazio—tempo sia una varieta fibrata
t: E—1T

dove FE ¢ una varieta orientabile di dimensione 4 e T' ¢ uno spazio affine di dimensione 1
associato allo spazio vettoriale T. m

Si ha la forma differenziale naturale dt : E —— TRT*E.

Un elemento positivamente orientato ug € T+, o, equivalentemente, u® € T*", ¢ detto
unita di tempo. Una coppia (7o, ug) € T x T fornisce la coordinata affine 2° : T —— IR :
T—— (T—T10)osuT.

Si denota con (2°%,9%), 1 <i < 3, una carta su E adattata alla fibrazione ¢ e ad una
coordinata affine 7° su T'; cio significa che 2° coincide localmente con il pullback di 7.
Data una unita di tempo ug € T, si dice che una carta (2°,4") su E ¢ adattata ad ug se
essa ¢ adattata ad una coordinata affine indotta da (7o, ug) € T x TT.

Per quanto riguarda le espressioni in coordinate verra usata la seguente convenzione:
gli indici latini ¢, 7,... vanno da 1 a 3 e indicano coordinate sulla fibra, I'indice 0 & riservato
alla coordinata su T', e gli indici greci A, , . .. indicano coordinate sia sulla fibra sia sulla
base, quindi 0 < A jp,--- < 3. Le altre convenzioni (coordinate sugli spazi tangenti,
sui getti, ecc.) sono quelle date nell’appendice 'A.6. Ad esempio, si ha Pespressione in
coordinate dt = uo®d°.
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Definizione 2.1.1 Una sezione s : T'—— FE e detta moto. Se s € un moto, la sezione
J1s: T —— FE e detta velocita assoluta di s. O

L’espressione in coordinate della velocita assoluta di un moto s ¢ yhoj1s = dos'.

Definizione 2.1.2 Una sezione
0o:E— JECT'QTE
¢ detta osservatore. d
L’espressione in coordinate di un osservatore o e
0=1u"®(0y + 00;).

Una carta fibrata (2°,y") ¢ detta adattata ad un osservatore o se o = u’®dy, ossia se
0h = 0.

Osservazione 2.1.1 Esiste una corrispondenza biunivoca fra osservatori o e flussi
locali di isomorfismi fibrati v, del tipo

Tx E—"+ E

TxT——T
Infatti, dato un osservatore o, un flusso e generato dalle soluzioni dell’equazione oos = j;s;
il viceversa & banale. (Si veda anche [ModT71].) O

Alla luce di quanto detto sopra, il seguente risultato e di immediata dimostrazione.

Lemma 2.1.1 Sia (2°,y") una carta su E adattata ad un osservatore o, e sia (x*, y")
una carta fibrata su E con lo stesso dominio di (z°,y"). Allora (z*,y") ¢ adattata ad o
se e solo se

/

oy’

axoz().

Un osservatore o ¢ detto completo se il suo flusso 1, ¢ definito globalmente.

Osservazione 2.1.2 Dato un punto e € F, esistono carte in un intorno di e adattate
ad o. Una carta adattata a o ¢ costruita localmente mediante 1,, identificando punti
sull'immagine di una stessa sezione, ottenendo un insieme localmente diffeomorfo alla
fibra. Viceversa, ogni carta fibrata determina univocamente un osservatore locale, rispetto
al quale e adattata, per mezzo della decomposizione locale E ~ T x P relativa alla carta.

]
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Osservazione 2.1.3 Si puo provare che, se E —— T e un fibrato, allora c¢’¢ una
corrispondenza biunivoca fra osservatori completi e decomposizioni di E in un fibrato
prodotto T x P, nel modo sopra specificato. L’esistenza di osservatori completi & dovuta
al teorema che stabilisce la banalita dei fibrati su una base contraibile [Ste51, p.53].

E anche facile vedere che E —— T & un fibrato se e solo se esiste un osservatore
completo su FE. ]

Le precedenti osservazioni implicano che una coppia (ug,0), ove uy ¢ una unita di
tempo, permette di definire localmente in modo univoco lo spazio delle posizioni, e di
misurare gli intervalli di tempo.

D’ora in poi, quando e dato un osservatore verranno usate sempre carte adattate all’
osservatore, a meno che non sia indicato diversamente.

Osservazione 2.1.4 Un osservatore o ¢ anche una connessione su E —— T (appen-
dice/A.7). Sara di particolare interesse I'inclusione fibrata (Joo)* : V*E —— T*E indotta
da o, che ha espressione in coordinate (non adattate ad o) &/ —— d’/ — o} d°.

Si ha anche il morfismo fibrato di traslazione

Vo] : JE — T*®VE : 0 — V[o|(0) := 0 — oo7}(c) . O (2.1)
Definizione 2.1.3 Siano s un moto, o un osservatore. Allora la sezione
Vio]s :== V]oJojis: T — T*"QVE
e detta velocita di s relativa ad o. O

Si noti che, in coordinate adattate, I’espressione della velocita di s relativa ad o e
Vl]o]s = dys' u’®0;. Pertanto, mentre non ha senso parlare di velocita assoluta nulla di
un moto a causa della struttura affine di J;E, ha senso parlare di velocita nulla di un
moto relativamente ad un osservatore.

Siano o e o' due osservatori. Allora, mediante la differenza v := o’'—0: E — T*"QVE
si puo esprimere la formula usuale per le velocita relative:

V[o] = Vlo] — v,

2.1.c Metrica verticale

Assioma .2 Si assume una metrica verticale scalata Riemanniana sullo spazio—
tempo

g:E—L*(V'EQV*'E). O
E

Quindi, ogni fibra di E —— T e dotata di una metrica scalata Riemanniana. Si
denota con



54 Capitolo 2. Strutture della relativita generale classica galileiana

§: E——L"?2®(VE ®VE) la metrica controvariante corrispondente a g;
E
¢ VE —1L2QV*E e ¢' : V*E — L 2@V E gli isomorfismi metrici naturali;

3
n: E ——L3®AV*E la forma volume scalata verticale indotta da g, da t e dall’orien-
tazione;

4
v:E —— (TQL})QAT*E la forma volume scalata su E indotta da g e dall’orientazio-

ne;
»:VE —— V*E ® VVE la connessione Riemanniana indotta da ¢ sulle fibre di

VE
t: E—T.
Si hanno le espressioni in coordinate
g = gijdi@)dj, gij € COO<E,L6®R) s
7= g"0@d, ¢" € C*(E,L"amR) ;
n=+/|gld" Nd* AN d* | v=/|glue@d* Nd* Nd* N d*;
w=d®0;+ 2,0 .

2.1.d Connessione spazio—temporale

In questa sottosezione e introdotto il concetto di connessione spazio—temporale. La
teoria delle connessioni sard costantemente impiegata a tal fine; si veda 1'appendice [A.7
per un riepilogo dei principali risultati e per le notazioni impiegate. Nella sottosezione
‘G.3 verra postulata la connessione gravitazionale.

Una connessione spazio-temporale puo essere definita in due modi equivalenti. Il
seguente teorema fornisce la corrispondenza fra le due definizioni [JaMo95].

Teorema 2.1.1 Per ogni connessione lineare K su T'E la mappa
vp =%ovgoTn

data dal diagramma commutativo

TLE z VJLE — J,E x (T"QVE)

(75, E,TH) (ids & x9)

(idJlE XVK)

JLE x T(T*®TE) - 1E x (T*®TE)
E E

fornisce una connessione I' su JJE — E. Cio definisce un morfismo affine xy : K —— T’
tra i sequenti spazi affini (di dimensione infinita):
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1. lo spazio delle connessioni lineart K suTE —— E;
2. lo spazio delle connessioni I su JJE —— E.
Se l'espressione in coordinate di K e
K =d*®(0y + (K5 + Ky5i)d,)
allora l’espressione in coordinate di I' = x(K) &
I=d*®(0\+Txpd))
con
T = Ky'jad + Ky'o — 2 (K0 + K)%) .

Il morfismo affine xy induce una corrispondenza fra le curvature delle connessioni,
secondo quanto segue.

Teorema 2.1.2 Se K ¢ una connessione lineare su TE —— E, e se I' = x(K),
allora

R[] = YoR[K]ox,

secondo il diagramma commutativo

idJlE XR[K]
_

LE x T*®QTE LE x (NT*E @ T*"QTE)
E E E

(ids g, m) U1

R[T]

IE

NT*E@ T*®VE
E
Si ha I’espressione in coordinate

(RIT)auh =(RIK]) 'y + (RIK D)o+
— 26 ((RIKD a2 + (RIK])x0) -

Si dice che una connessione lineare K preserva la fibrazione ¢t se VX (dt) = 0; in
coordinate, K3, = 0.

Corollario 2.1.1 Se K ¢ una connessione lineare su TE —— FE che preserva la
fibrazione, allora T' = x(K) é affine.

Inoltre, la restrizione di x al sottospazio affine delle connessioni K che preservano la
fibrazione e una biezione a valori nello spazio affine delle connessioni affini su /T E — E

[JaMo93a/, [JaMo093b).
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Corollario 2.1.2 Se K ¢ una connessione lineare su TE —— E senza torsione e
che preserva la fibrazione, allora T' = x(K) ¢ affine e senza torsione rispetto alla forma
di saldatura 9 (appendice|A.7).

Definizione 2.1.4 Una connessione K lineare su TE —— E senza torsione e che
preserva la fibrazione, o equivalentemente una connessione affine senza torsione I' = y (K),
e detta connessione spazio—temporale. O

Una connessione spazio—temporale K : TE —— T*FE ® TTE ¢ caratterizzata

TE
dall’espressione in coordinate

K =d*®(0\ + (K, 9" + K510,

con Ky, = K/, e K\), = 0. Una connessione spazio-temporale I : /} E — T*E @ TJ,E

JE
¢ caratterizzata dall’espressione in coordinate

I'=d"®(0x+ Ty +T3)d)
con 'y, =T} ey =0.La biezione x ¢ data in coordinate da

i _ i

D’ora in avanti una connessione spazio—temporale su T'EE — FE verra indicata sempre
con la lettera K, e una connessione spazio—temporale su J; E —— FE verra indicata con

la lettera T'.
Si hanno le seguenti restrizioni di una connessione spazio—temporale K:

K :=Klyg: VE ——T*E @ TVE | che ¢ la restrizione in dominio di K, con espres-
TE
sione in coordinate
K'=d® (0 + K,3"0;) .
K’ & una connessione lineare su VE — E.

K':TE——V*E ® VVE | che ¢ la restrizione in codominio di K, con espressione in
TE

coordinate
K® = d'®(0; + (Kjy" + K;i")d;) .
K" & una famiglia di connessioni lineari su (T'E), — E, parametrizzatada 7 € T';

K:VE——~V*E ® VVE , che ¢ la restrizione in dominio e codominio di K, con
TE

esprressione in coordinate
K =d®0;+ K}j"0;) .

K & una connessione sulle fibre di E —— T.
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Si ricordi che JJE —— FE ¢ un fibrato affine associato al fibrato vettoriale T* ®
VE —— E, e che JigJ1E —— E ¢ un fibrato affine associato al fibrato vettoriale
Jig(T*®V E) —— E. Dunque, una connessione spazio-temporale I" induce i seguenti
morfismi fibrati.

DI':T"@VE — T*E ® T(T*®VE) ,che e laderivata lungo le fibre del morfismo
TV E

di fibrato affine " (appendice [A.7). Una contrazione naturale da l'identificazione
DI’ = K'; pertanto, vale I'espressione in coordinate

DT = d*®(0x +T4,5"0;) ;

: JE——V*E ® VVE | che ¢ la restrizione in codominio di I', con espressione in
TE
coordinate

['Y & una famiglia di connessioni affini su (J; E), — E, parametrizzata da 7 € T';

DIV . T"QVE —— V*E ® V(T*®VE) , che ¢ la derivata lungo le fibre del morfi-
T*QV E

smo di fibrato affine I'” (appendice A.7). Una contrazione naturale da l'identifica-
zione DI'Y = K; pertanto, vale ’espressione in coordinate

DI" = d'®(9; + 1},5"0;) .
Un terzo modo di dare una connessione spazio—temporale ¢ evidenziato nel teorema
seguente.

Teorema 2.1.3 FEsiste una corrispondenza biunivoca tra linsieme delle connessioni
spazio—tempo ' e l'insieme delle connessioni del secondo ordine polinomiali di secondo
grado (rispetto alla struttura affine di JE —— E)~v su E —— T (si veda ’appendice

A.0).

DiMOSTRAZIONE. Infatti, sia I' una connessione spazio—temporale. Il morfismo fibrato
Y= ,ZLJF . JlE —_— T*®TJ1E

¢ a valori nel sottofibrato JoFE C T*®T'.J; E, dunque ¢ una connessione del secondo ordine
(vedere appendice . Inoltre, dall’espressione in coordinate

v =u’® (8 + yo0; + ')
ove

v = Toubye + 2T kye + T
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si vede che 4" & un polinomio del secondo ordine nelle coordinate .
La corrispondenza I' —— + ¢ iniettiva. Usando una partizione dell’unita si puo facil-

mente dimostrare la suriettivita.
QED

La connessione v ¢ detta connessione del secondo ordine associata alla connessione
spazio—temporale I'. 7 induce il seguente morfismo fibrato di traslazione

V] : JohE —— (T*QT*)QVE : 09 — a3 — y(mi(02)) .
Pertanto, tramite la connessione v ¢ possibile definire ’accelerazione di un moto.

Definizione 2.1.5 Sia I una connessione spazio—temporale, e sia s un moto. Allora
il morfismo fibrato

V[]s := V[y]ojas : T — (T*QT*)QVE
¢ detto accelerazione di s rispetto alla connessione 7. O
Si ha 'espressione in coordinate
V7]s = (Ooos" —7'0j15) u'@u’®(0;05)

La connessione ~ sara di fondamentale importanza nello studio del moto delle parti-
celle.

Se 0 € un osservatore e K ¢ una connessione spazio—temporale, tenendo conto dell’in-
clusione V*E —— T*E fornita dall’osservatore, abbiamo la seguente decomposizione:

(VIK]o) = 5(2 + @)
ove
S E - (T'0LY) Q0T E ¢ E—— (T'@LY)QAT'E
con espressioni in coordinate

Y= -2u'®@(Tojod° © & + Tyjod' ® d) |
o = —2u0®(F0j0dO A dj + Fij()di VAN d]) .

Proposizione 2.1.1 Sia o un osservatore. Allora la corrispondenza

Ki— (K,%,®)
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e una funzione biunivoca tra linsieme delle connessioni spazio—tempo e l’insieme delle
terne in cui il primo elemento € una connessione lineare senza torsione sulle fibre di
E —— T, il secondo elemento ¢ una 2—forma simmetrica del tipo

2
a: E— (T"oL)QCV'E ,
e il terzo elemento ¢ una 2—forma del tipo

2
B:E— (T*"QL*)QAT*E .

DiMOSTRAZIONE. Infatti, e chiaro che la funzione e iniettiva. Inoltre, tenendo conto
della, Proposizione 2.1.1, se K ¢ una connessione spaziotempo e (2°,4%) e (2%, ") sono
due sistemi di coordinate adattate ad o, abbiamo le seguenti formule per il cambiamento
di coordinate:

oxt 0xd OxP 0% 9xd 9x°

— 1% Kol'/(]/:——.— 050 -
Ox? Oxd' Oxv T J OxY Oxd" 90"

Quindi, siano H una connessione lineare senza torsione sulle fibre di E —— T', a una
2—forma simmetrica come nell’enunciato, # una 2—forma come nell’enunciato. Sfruttando
I'inclusione V*E —— T*E (osservazione [2.1.4) e la decomposizione TE = T & VE
indotte da o, la coppia (H , %(a + ﬁ)ﬁ), € una connessione spazio—temporale; da cui la
suriettivita della funzione. QED

Ki’j’O’ =

Definizione 2.1.6 Sia K una connessione spazio—temporale. Un osservatore o si dice
inerziale rispetto a K se V[K]o = 0. O

Naturalmente, non e detto che esistano osservatori inerziali.

Definizione 2.1.7 Sia K una connessione spazio-temporale. K si dice metrica se
VI[K'lg = 0. O

Seguono facilmente dalla definizione le seguenti caratterizzazioni di una connessione
spazio—temporale metrica.

Lemma 2.1.2 Sia K una connessione spazio—temporale. Allora, le sequenti condizio-
ni sono equivalenti.

1. V[K'lg = 0;
2. in coordinate, si ha 0)g;; + KA}zl‘ghj + Kﬁgzh =0;
3. K = » e, per un osservatore 0: ¥ = (L,g)’;

4. in coordinate, si ha

1
Kinj = _E(aighj + 0igni — Ongij) , Koij + Koji = —003ij -
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Teorema 2.1.4 L’insieme delle connessioni spazio—tempo metriche e in biezione con
l'insieme delle 2—forme scalate del tipo
2
B:E— (T*"QL*)QAT*E .

DIMOSTRAZIONE. Infatti, con le notazioni della Proposizione [2.1.1, si vede che la
terna (¢, (Lo,g)’, 3) determina una connessione spazio-temporale metrica, e 3 & una 2

forma arbitraria.
QED

Questo risultato e di fondamentale importanza in quanto mette in luce una delle
differenza piu profonde tra la relativita galileiana e la relativita einsteiniana. Infatti, in
quest’ultima la connessione ¢ completamente determinata dalla metrica.

2.1.e 2-forma fondamentale

Definizione 2.1.8 Sia I' una connessione spazio-temporale. La 2-forma

— 2
Q=AY W E — (T*"QL*)QAT*JLE |

ove vr e la proiezione verticale complementare a I', e A e il prodotto esterno composto
con una contrazione con g, e detta 2-forma fondamentale su J; E indotta da ge . O

E stato provato che €2 e I'unica 2-forma scalata su J; E indotta naturalmente da g e
I' [Jan93]. L’espressione in coordinate di €2 ¢

Q= gu’®(dy — (kayg +Iy,) d/\) A
= giju'® (dé —'d” — (Theye + F;fo)ﬂh) NP

Osservazione 2.1.5 La 2-forma fondamentale ) associata ad una connessione spa-
zio-tempo [' ¢ non degenere, nel senso che

dAQNQAQ: E — (T2QLY) QAT ), E

¢ una forma volume scalata su J1 E. O
La seguente proposizione e una caratterizzazione di I' e di v mediante (2.

Proposizione 2.1.2 Sia Q2 la 2—forma fondamentale associata ad una connessione
spazio—tempo I". Allora:

1. v € lunica connessione del secondo ordine polinomiale di secondo grado (rispetto
alla struttura affine di JE —— E) su E —— T tale che

2 =0;
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2. T' & l'unica connessione spazio—temporale tale che
Q= l/rxﬁ .

DIMOSTRAZIONE. Infatti, se [V & un’altra connessione spazio-temporale, e v & la
connessione del secondo ordine indotta da I, allora valgono le equazioni

iy Q= gy(7" — Y'Y =0,
(v — 1) =
giju’® <(7Z — ") + (Tl + Tho — Tl — /;0)19h> A =0.

Dalla prima equazione si deduce direttamente il primo asserto dell’enunciato; la seconda
equazione implica il secondo asserto mediante il teorema 2.1.3| QED

La 2—forma €2 puo essere letta mediante un osservatore. Si ha, quindi, la seguente
proposizione.

Proposizione 2.1.3 Sia o un osservatore, e sia ) la 2—forma fondamentale associata
ad una connessione spazio—temporale I'. Allora si ha

d =20"Q)

ove ® ¢ la 2—forma scalata definita in 2.2,

DIiMOSTRAZIONE. E un semplice calcolo in coordinate adattate ad o. QED

2.1.f Campo gravitazionale e campo elettromagnetico

In questa sezione aggiungiamo alle strutture sullo spazio—tempo i campi gravitazionale
ed elettromagnetico, che daranno luogo ad una connessione spazio—temporale.

Assioma .3 Si assume che E sia dotato di una connessione spazio—temporale
I'“: hE — T*"®TJ,E
e di una 2-forma scalata
F:E— (L2eMY?)QAT*E . O

La connessione spazio-temporale I'? & detta campo gravitazionale, e la 2-forma scalata
F & detta campo elettromagnetico. D’ora in avanti I'indice ? indichera gli oggetti geometrici
relativi al campo gravitazionale.

Si ricordi che il campo gravitazionale non ¢ completamente determinato dalla metrica

(teorema [2.1.4]).
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Le forme scalate

E:= —n,F: JJE — (T?eLY2eM"*)@T*E,
B:=F+2dt\NE: JE — (LMY QNT*E,

sono dette, rispettivamente, campo elettrico universale e campo magnetico universale. Si
ha

F=-2dt \E + B.
Se o e un osservatore, le forme
0'E: E — (T*oLY?eMY?)@T*E ,
0'B: E — (LY?oMY?) @A’ T*E ,

sono dette, rispettivamente, campo elettrico e il campo magnetico associati ad o. Sinoti che
il campo elettrico universale contiene 'informazione completa sul campo elettromagnetico.

Osservazione 2.1.6 Valgono le espressioni in coordinate

F= 2F0jd0 A dj + E]dl AN dj = —QUOEde N '19j + szﬁz VAN 19j s

E = E;d + Eyd’ = E¥",
B - BljdZ A dj -+ QB[)]‘CZO A\ dj == Bwﬁl A 19j 5

dove

E; = —u’(Fo; + Fnjul)  Eo=—u"Fuoyy
Bij = Fij By = —thyg-

Percio, in coordinate adattate ad un osservatore o si ha

o'E = —U,()Fojdj 0'B = F'Z]dl N dj . O

Il prossimo obbiettivo e cercare una connessione spazio—temporale che incorpori le
informazioni relative ai campi gravitazionale ed elettromagnetico. A tal fine, essendo
F una 2-forma scalata, il modo piu semplice per realizzare I'accoppiamento ¢ quello di
sommare F con la 2-forma fondamentale Qf indotta da I'". Tuttavia, tale somma ha senso
solamente se i due oggetti geometrici hanno le stesse dimensioni. Dunque, ¢ necessaria
una costante di accoppiamento ¢ per la quale moltiplicare F' in modo da ottenere un
oggetto geometrico con le stesse dimensioni di Q7. E chiaro che ¢ € T*®L3>2@M/2,

La scelta della costante di accoppiamento ¢ dipende dal tipo di accoppiamento che si
vuole realizzare. E possibile realizzare i seguenti tipi di accoppiamento
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1. ¢ = £, specifico per la meccanica di una particella (m, q);
2. ¢ = +/E, specifico per la formulazione della seconda equazione dei campi;

3. ¢ = u, ove p ¢ il magnetone di Bohr, specifico per la meccanica di una particella
con spin [CJM95], che non verra trattata in questo lavoro.

Pertanto, solo i primi due tipi di accoppiamento verranno realizzati.
La 2-forma scalata

1
Q= :Q“+Qe::9“+§cF

e detta 2—forma cosimplettica totale su J1 E. Le ragioni per questo nome saranno chiare
nella prossima sezione.
Teorema 2.1.5 Fsiste un’unica connessione spazio—temporale I' tale che
Q= vpAD .
DIMOSTRAZIONE. Segue da un semplice calcolo in coordinate.

La connessione spazio—temporale I' e detta connessione spazio—temporale totale. Si
pone anche K := y(I'). La connessione spazio-temporale totale I" induce i seguenti oggetti
geometrici

1
re:=-—I"= —écgﬂQO(F— 20t NE): hE — T'E ® (T"QVE) |,
E
K¢ =K—-K'".TE—T*E®VVE ,
E
7=~ —~f = —¢cg*oE : JE —> T 2QVE ;

['® & detta forma elettromagnetica di saldatura, e v¢ € detta forza di Lorentz. Si noti che
la forza di Lorentz non e stata postulata, ma e stata dedotta a posteriori. Si hanno le
espressioni in coordinate

1 ) , .
re = —50((F,§yg +2F)d’ + Fld')®0)
1 _ A o .
K¢ = _50((F,§yh +2Fi°%)d’ + Fld’i°) @0,
7 = —c(Fy + Fyg )u’®9;
quindi

Lo =T, o = Dloe + §CFk ; Lg, =g, +cFy .
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Osservazione 2.1.7 Se o € un osservatore, ¢ immediato verificare che

K =K", Y=y, d=0"+cF. O

Osservazione 2.1.8 La decomposizione K = K’ + K¢ della connessione spazio—
temporale totale induce la seguente decomposizione

1 1

R[K] = 5[[(, K] = §[Kh,K“] + [K® K€+ %[Ke,Ke] ,

ove 3[K" K* = R[K". Cio & dovuto alle proprieta algebriche della parentesi di Frolicher—
Nijenhuis (appendice [A.7).

L]
Pertanto, il tensore di Ricci r[K] := 2C{R[K] di K si decompone secondo la formula:
r[K] = r[KY + P + ¢ (2.2)

dove r[K*] ¢ il tensore di Ricci di K% e rf¢ := 2CH K" K¢], er¢ := Cl[K¢, K¢]. E possibile
dimostrare con un calcolo diretto (si vedano
[JaMo93a, JaMo093b] per dettagli) che valgono le uguaglianze

1
e — §c(dt®div”F + diviF®dt) ,

1.
ré = —ZFQCth®dt ,

dove diviF = V[K ] , in cui V indica una derivata covariante seguita da una contrazione
metrica, e F? := g(F, ) : E — L™2®M. Valgono le espressioni in coordinate
1 1 y
= 5ckaf(d()@dA +d*ed), r‘= —ZCZF,-].FUdU@dO . O

2.2 Equazioni dei campi

In questa sezione sono introdotte le equazioni dei campi gravitazionale ed elettroma-
gnetico. Le equazioni sono due: la prima concerne i campi gravitazionale ed elettroma-
gnetico, la seconda accoppia i campi gravitazionale ed elettromagnetico con le sorgenti
materiali cariche.

2.2.a Prima equazione dei campi

Assioma G.4 (Prima equazione dei campi) Si assume che la forma cosimplettica
soddisfi la seguente equazione per ogni costante di accoppiamento c

dr=0. 0O
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Un lungo calcolo in coordinate [JaMo93b]| permette di dimostrare il seguente teorema.

Teorema 2.2.1 La prima equazione dei campi € equivalente al sistema
V[K'lg=0, R[K]\’, = RIK]} ", .

Dunque, la prima equazione dei campi implica che la connessione spazio—temporale totale
¢ metrica.
E possibile interpretare ’assioma precedente anche mediante un osservatore o.

Teorema 2.2.2 La prima equazione dei campi € equivalente al sistema
VIK']g=0, d® =0,

ove ® ¢ la 2—forma scalata definita in 2.2

DIMOSTRAZIONE. Infatti, la prima equazione del campo implica le condizioni dell’e-
nunciato per il teorema precedente e la proposizione 2.1.3. Il viceversa ¢ conseguenza di
considerazioni analoghe a quanto detto nella dimostrazione del teorema 2.1.4. QED

La seconda condizione del teorema precedente ¢ equivalente all’esistenza locale di un
potenziale a : E —— T*®L?®T*E per ®, in modo che valga localmente 1'equazione
® = 2da.

La prima equazione dei campi puo essere decomposta in un sistema di condizioni,
ognuna delle quali concerne un singolo tipo di campo. Infatti, 'arbitrarieta della costante
di accoppiamento ¢ implica il seguente risultato.

Teorema 2.2.3 La prima equazione dei campi € equivalente al sistema
dF =0, dF =0 .

Osservazione 2.2.1 L’equazione dF' = 0 ¢ la prima equazione di Maxwell, che,
tramite un osservatore o, € equivalente al sistema

d(0*B) =0, rot(o*E) = L,0*B . O
L’osservazione 2.1.8 implica che le condizioni del teorema 2.2.1] sono equivalenti al
sistema
V[Khl]g =0 ) R[Kh];],u = R[KHHL l)\ ’

F9 4+ Fit=0, dF =0 .

Pertanto, alla luce dell’osservazione|2.1.7] ¢ evidente che la prima equazione del campo
e equivalente al sistema
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2.2.b Seconda equazione dei campi

La seconda equazione dei campi viene postulata solamente nel caso di un fluido ma-
teriale incoerente elettricamente carico. In particolare, sono postulate due equazioni, una
per il campo gravitazionale, ed una per il campo elettromagnetico; queste equazioni sono
equivalenti ad una sola equazione sulla connessione totale.

Nelle due definizioni successive saranno introdotte, rispettivamente, le sorgenti del
campo gravitazionale e del campo elettromagnetico.

Definizione 2.2.1 Una applicazione p : E —— L2®@M ¢ detta densita di massa. 1
tensori simmetrici

1 -
T¢ = ZKdet(}Z}dt e T = Rudtdt

sono detti, rispettivamente, tensore di energia di F' e tensore di energia di p. Il tensore
simmetrico

=1+ E—TEQT'E ,
E
¢ detto tensore gravitazionale di energia. O

Definizione 2.2.2 Una applicazione p : E —— T*®@L"2®M: ¢ detta densita di
carica. 11 tensore simmetrico

1 = VEkpdtQdt
e detto tensore di energia di p. m
Assioma G.5 Si assumono la seconda equazione del campo gravitazionale
K =1
e la seconda equazione del campo elettromagnetico
diviF = pdt . O
L’espressione in coordinate delle seconde equazioni dei campi e la seguente
Ol gy — Qo k" + Kni{)Kuoij - KuojoKbié‘ = ki,
0Ky, — 00K, + K g, — KA K5 =0
Oy — On I + KOy — KPP =0,
97 (0iFjo + K* ! Fyo) = p
gij (&ij + Kbi?Fhk) = 0
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Teorema 2.2.4 Le seconde equazioni dei campi gravitazionale ed elettromagnetico
implicano la sequente seconda equazione dei campi

rik] =1,

ove T := 1M 4 1 ¢é il tensore di energia relativo a p e p.
DIMOSTRAZIONE. E una conseguenza immediata della decomposizione (2.2) e delle
considerazioni successive. QED

Corollario 2.2.1 Le fibre dello spazio—tempo E sono varieta riemanniane piatte.

DIMOSTRAZIONE. Infatti, vale 'equazione 7[K] = r[K], ove r[K] ¢ il tensore di Ricci
della connessione K sulle fibre di E —— T, e il teorema precedente implica 7[K] = 0.
Quindi, essendo le fibre varieta riemanniane di dimensione 3 con tensore di Ricci nullo,
esse sono anche varieta riemanniane piatte [KoNo63]. QED

Osservazione 2.2.2 La seconda equazione dei campi produce ’analogo galileiano
della seconda equazione di Maxwell. E evidente che tale equazione non implica un ef-
fetto del moto delle cariche sul campo elettromagnetico. Pertanto, questa caratteristica
¢ un punto debole della teoria galileiana nei confronti della teoria einsteiniana (si veda
[LBLL73]). ]

2.3 Meccanica delle particelle

In questa sezione ¢ introdotta la legge di moto di Newton. L’equazione postulata e
I'unica equazione del secondo ordine che puo essere formulata in modo intrinseco con le
strutture geometriche dello spazio—tempo. Successivamente, ¢ dimostrato che la legge di
moto di Newton e equivalente all’annullarsi dell’operatore di Eulero-Lagrange indotto
naturalmente da €). Pertanto, tramite la teoria sviluppata nel capitolo 1, verra svilup-
pato un formalismo lagrangiano naturale per la meccanica relativistica galileiana di una
particella.

Sono da evidenziare la novita dell’approccio, le quali consistono nella ricerca della la-
grangiana mediante la ricerca di potenziali di €2, seguendo le linee dettate nella sezione 1.4;
cio porta alla scoperta di una classe di lagrangiane che non dipendono da un osservatore,
ma dalla scelta di un potenziale di €2, il quale non ¢ altro che la forma di Poincaré—Cartan
relativa alla corrispondente lagrangiana. Questa nuova prospettiva permette di superare
molti problemi (unicita della forma di Poincaré-Cartan, definizione di una lagrangiana
indipendente da un osservatore, ecc.); in sostanza, secondo 1’autore il problema fondamen-
tale della meccanica relativistica di una particella e il problema inverso [And86, AnTh92,
Cra81, CPT84, Cra95, GMR&1, LaTu77, MFLMR90, Olv86, Tho87, Ton69].

Assioma G.6 Si assume la seguente legge di moto di Newton per una particella
(m,q) e M xQ, il cuimotoe s: T — E:

Viyls=0. O
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Un moto e detto newtoniano se soddisfa ’assioma precedente, ovvero se la sua acce-
lerazione assoluta e nulla. E importante notare che un moto s € newtoniano se e solo se
V[K];,Ts = 0. Inoltre, la legge di moto puo anche essere scritta

Vs =0 |
ovvero, in coordinate

038" — (I}, 05)9ps"0ps* —2(T' i, 05)9ps" — (T'fyos) =

L (Fjos+ Fjosdys") .

Osservazione 2.3.1 Si puo confrontare questa formulazione della meccanica di una
particella con la formulazione mediante la struttura di contatto [God69]. Una struttura di
contatto su J1 E e, per definizione, una 1-forma « su J; FE tale che a A da Ada A da € una
forma volume. Ad « e associato I'unico campo vettoriale X tale che ixda =0, ixya =1,
ed i moti newtoniani sono le curve integrali di tale campo.

Non & possibile formulare in modo relativistico la meccanica di una particella mediante
una struttura di contatto. Tuttavia, la presente formulazione della meccanica presenta
notevoli analogie con la precedente: v : J E —— Lo E C T*®TJiE & univocamente
caratterizzato dall’equazione i,{) = 0, e soddisfa i,dt = idy. Inoltre, il flusso delle soluzioni
della legge di Newton soddisfa

LQ=0, L, (dAQAQAQ)=0. O

Osservazione 2.3.2 E possibile formulare in modo ‘duale’ la legge di Newton. Infatti,
un moto s € newtoniano se e solo se .

d(fojls) = (L'yf)ojls

vale per ogni funzione f : J1E —— IR. Cio e dovuto all’identificazione T'j;5 =~ 7jss.
Inoltre, f viene a essere una costante del moto se e solo se L, f = 0. O

Ora, 'obbiettivo e di dare una formulazione lagrangiana naturale della meccanica
relativistica classica galileiana di una particella, utilizzando le tecniche sviluppate nel
capitolo[1. A tal fine, si noti che gli assiomi sin qui introdotti forniscono una 2—forma su
J1E, la 2—forma cosimplettica €. Tuttavia, {2 € una forma scalata, mentre il bicomplesso
e stato costruito per forme non scalate. Sarebbe possibile provare che le costruzioni del
capitolo |1 valgono anche per le forme scalate, ma ¢ preferibile affrontare questo problema
in un altro modo. In particolare, si cerca di elidere il fattore di scala di €2 mediante la
scelta di una opportuna costante. E facile rendersi conto che I'unica scelta possibile, con
le costanti a disposizione, ¢ la costante m/h € T®L™2 ove m € M & una massa. Si
vedra che I'utilizzo di tale costante non influira sulla meccanica di una particella, poiche
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nelle equazioni del moto la costante m/h potra sempre essere semplificata. Tuttavia, e
interessante evidenziare che la costante di Planck trova un utilizzo anche in meccanica
classica, benché questo utilizzo non sia fisicamente osservabile.

2.3.a Oggetti indotti nella colonna dinamica

L’oggetto fondamentale della colonna dinamica ¢ la 2-forma totale cosimplettica 72,
delle cui proprieta di unicita si e gia parlato [Jan93, Jan94]. Un semplice calcolo in
coordinate prova il seguente risultato.

Proposizione 2.3.1 La 2-forma totale cosimplettica TS ¢ una 2-forma dinamica
globale, cioe e una sezione globale

m
—QeD.
5 S

Lemma 2.3.1 La mappa data mediante la composizione
T"QV*EQ >>> V'EQTQ > §" >> T TEQT'Q >>> T, EANT*
e un morfismo di fibrati iniettivo, che ha espressione in coordinate
Wed — d' Ad°.

Proposizione 2.3.2 La connessione spazio—temporale I' e la metrica g danno il mor-
fismo dinamico

€= %gbovm B — V'ERQT",

che puo essere naturalmente identificato, in virtu del lemma precedente, con la forma
dinamica,

m

h

€ =

¢oV[y]: LhE — T*E AT,
che ha espressione in coordinate
m i i m i Y
€ = 795 (Yoo — 1) @d” = —giu° (Yoo — 1) N

Proposizione 2.3.3 La 2-forma 7€) si decompone, secondo la decomposizione della
proposizione 1.1.1, nella somma h(%Q) + v(EQ), ove

m m 1 1

h(ﬁm = ggboVM € Can AHy,
1

QY = (0 avpe ) A € Co

v(h
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Osservazione 2.3.3 Si hanno le espressioni in coordinate

m m . o
h(—=Q) = Egiju()@(yéo — ) A
Moy _m

v(—Q) -

Si noti che la forma dinamica € € una sezione globale.

giu’ @ (U — Ty A7 . O

2.3.b Oggetti indotti nella colonna cinematica

Ora si procede integrando gli oggetti indotti nella colonna dinamica. Si sfruttera
la commutativita del bicomplesso per trovare, nella colonna cinematica, oggetti defi-
niti localmente a meno di un gauge. Si noti che, tuttavia, tali oggetti sono definiti
indipendentemente da un osservatore.

Prima di tutto, si introducono i seguenti oggetti dipendenti da un osservatore.

Definizione 2.3.1 Sia o un osservatore. Si definiscono 1’energia cinetica, il momento
cinetico e la forma momento cinetico, rispettivamente, come le mappe

klo] == 1/2 %go(V[o},V[o]) . WE — T*,
o] = %gboV[O] . WE — V'E,
plo] := 6" uplo]: hE — T*E . [

Si hanno le espressioni in coordinate

m Py
k[O] = 1/2 uoﬁgijyoyé do,
3 mooy
p[o] = uoﬁgijyé d,
m i g i i
plo] = %UO(—gijyoyé d’ + giyp d') .

Chiaramente, si ottiene

Osservazione 2.3.4 Se o & un osservatore, allora i potenziali locali di ¢[o] saranno
denotati da

alo]: E—T'E,

secondo la formula 2dajo] = ¢|o].

Chiaramente, i potenziali locali afo] sono definiti a meno di un gauge df, con f €
C>*(E, R). O
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Ora, ¢ possibile integrare localmente (2

Teorema 2.3.1 Sia o un osservatore. Allora, la sezione locale
v := ko] + plo] + alo] € M

¢ un potenziale locale di €1, secondo l'equazione 2dt = ().
DIMOSTRAZIONE. Si ha

Qd(T) = (gijdé A 6” — ((Fohj + ngh)yg + thkygyg)do A d]‘f'

h
(Thj + Che)yed™ A d? + d,azd” A d* + 0Paxdiy A dA)
= 2 (Q+ Ound” A + Bardy A+
9ij(To'od” A/ +T}'od" A d°))
-0, O
- 2a.

Vale, inoltre, il seguente risultato, che ¢ molto piu forte del precedente.
Teorema 2.3.2 Se 7€) ammette un potenziale del tipo

1
T EC H(I,O) 3

secondo la formula 2dT = w,allora

1
T=Z(h(r)) € P, A :=h(r) € H;.
Piu precisamente, per ogni osservatore o, i puo scrivere
T = k[o] + plo] + a]o],

ove

1 m
afo] = 20"T € Ay, dalo] = 0*%9.

DIMOSTRAZIONE. Senza perdere in generalita, si puo scrivere localmente

m o .,
=7 (=1/2 gijyob d® + gisyod” + axd®)

1
ove Fa € H ).

Quindi, un calcolo in coordinate mostra che 'equazione 2dT7 = w e equivalente al
sistema

Aay =0, 2da = ¢.
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Il prossimo risultato e di fondamentale importanza nella ricerca di connessioni quan-
tistiche.

1
Corollario 2.3.1 Siano 71,72 € H0) due potenziali locali di w con lo stesso dominio
di definizione. Allora, si ha

L = T+ C,

1
ove ¢ € Ng € chiusa.

1
DIMOSTRAZIONE. Siponga c¢ = 71 —Ty € H(1). Per ogni osservatore o si puo scrivere

21 = ko] + plo] + oy , 27y = ko] + plo] + aa,

1
ove ay, g € Ag. Quindi, si ottiene

1
C:Oél—OQEAU.

Osservazione 2.3.5 E chiaramente possibile considerare potenziali di (2 di tipo piu

1 1
generale dei potenziali 7 € H (i), ossia potenziali del tipo 7 € A;. Tuttavia, si ha
T=7+¢,
1
ove 7 € P ¢ un potenziale di Q2 e ¢ € A; ¢ chiusa. O

1

Definizione 2.3.2 Un potenziale 7 € H1 ) di Q ¢ detto forma di Poincaré-Cartan
associata alla 2-forma dinamica 2.

Se 7 ¢ una forma di Poincaré-Cartan associata a %2, allora si dice che

A= h(7)
e una lagrangiana del primo ordine associata ad €. O

Osservazione 2.3.6 Se o ¢ un osservatore, e A ¢ una lagrangiana del primo ordine
associata ad €, allora si ha

A = kfo] + h(a[o]);
in coordinate,

_1m

)\271

(gijyéyé + a;yh + ao) -
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E chiaro dalla definizione che A non dipende da un osservatore, ma, per il corollario 2.3.1]
dipende solo dalla scelta di un gauge 7. In particolare, si supponga che 71 € 75 = 71 4¢ siano
due forme di Poincaré-Cartan di (2, e che A\;, A siano le corrispondenti lagrangiane.
Allora si ha

)\1 = )\2 -+ 2h<6) .

Se in un sistema di coordinate si ha ¢ = c)d?, allora (\; — A2), = 2(co + yici). Quindi,
il gauge di una lagrangiana A; ¢ del tipo 2h(c), ove ¢ dipende da E. E chiaro che, per
la commutativita del bicompleso lagrangiano, A1 e Ay producono lo stesso morfismo di
Eulero-Lagrange e. L]

I risultati sin qui ottenuti, insieme alla commutativita del bicomplesso, permettono di
integrare la forma dinamica e.

1 1
Teorema 2.3.3 Le lagrangiane del primo ordine X € H; C Vs che inducono il
morfismo di Eulero—Lagrange € sono del tipo

A=h(r): L E — T,
ove T ¢ una forma di Poincaré-Cartan associata ad S

Osservazione 2.3.7 Sia 7 una forma di Poincaré—Cartan associata ad €2, e A\ la
lagrangiana corrispondente. Allora, il momento di A & la forma di contatto

TI(X) = 2u(7)

con espressione in coordinate

m

e =

(9ijy" + a;)¥?
E ovvio che il momento di A dipende dalla scelta di 7. O

Si possono riassumere i risultati sulla meccanica lagrangiana nel seguente corollario.

Corollario 2.3.2 Sia 7 una forma di Poincaré-Cartan (locale) associata ad €.
Allora, la lagrangiana (locale) associata a T produce un morfismo di Eulero—Lagrange che
coincide (localmente) con il morfismo di Eulero-Lagrange €

El(A) =€,

quindi la legge di Newton generalizzata per un moto s : T —— E ¢ equivalente alle
equaziont di Fulero—Lagrange di A

El()\)OjQS =0.
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Inoltre, si ha la decomposizione

%Q=e+%HQ%

quindi
dUH()\) = (191 J I/Fv) Klgl

e una forma intrinseca che non dipende dalla scelta di T.

2.4 Soluzioni esatte newtoniane

In questa sezione si ricercano le soluzioni esatte che forniscano un modello relativistico
generale per la meccanica di una particella libera soggetta ad una forza. I risultati sono
stati esposti in [JaMo93a], [JaMo93b], e provengono da studi effettuati in [Mod71]. La
classe delle soluzioni newtoniane ¢ individuata introducendo assiomi ad hoc sugli oggetti
geometrici della relativita generale galileiana, in modo che venga soddisfatta 'idea intui-
tiva della particella libera soggetta ad una forza. Il modello geometrico di spazio—tempo
piu vicino all’idea intuitiva di spazio delle configurazioni di una particella libera ¢ uno
spazio affine E di dimensione 4, associato allo spazio vettoriale E, e fibrato sul tempo
assoluto mediante una mappa affine t : E —— T. Pertanto, verranno premesse alcu-
ne osservazioni, definizioni e risultati prima di introdurre il concetto di soluzione esatta
newtoniana.

Lemma 2.4.1 Sia A uno spazio affine associato allo spazio vettoriale A. Allora,
la parallelizzazione naturale TA ~ A X A induce una connessione lineare piatta e
geodeticamente completa K" su T A, data da

K''TTA~AxAxAXxA—VIA~AXAXx0Ox A
:(a,v;w, 2) — (a,v;0,w) .

La mappa esponenziale di tale connessione coincide con la somma, exp = +.
Viceversa, sia A una varieta, e K una connessione lineare su T A tale che

1. 4l trasporto parallelo dato da K induca una parallelizzazione TA ~ A x A;
2. la mappa esponenziale exp induca una struttura affine su A tale che + := exp.
Allora, K ¢ coincide con la connessione K" indotta dalla struttura affine.

Si osservi che tale teorema ¢ valido anche per uno spazio affine associato ad un grup-
po di Lie. In accordo con i precedenti risultati, viene introdotta una nuova classe di
connessioni spazio—temporali.



2.4. Soluzioni esatte newtoniane 75

Definizione 2.4.1 Una connessione spazio—temporale K" che induce su E una pa-
rallelizzazione mediante il trasporto parallelo, e una struttura affine mediante la mappa
esponenziale, ¢ detta connessione di fondo. O

Chiaramente, se esiste una connessione di fondo, allora ne esistono infinite non isomorfe
[KoNo63].

Proposizione 2.4.1 Sia K" una connessione di fondo su E, e sia E lo spazio vetto-
riale a cui € associato E. Allora si ha

1. la mappa t : E —— T ¢ affine;
2. posto 8 := ker Dt si ha

VE~ExXxE~ExS,
T

dunque t : E — T ha la struttura di un fibrato affine associato al fibrato vettoriale
prodotto proy : T'x S —— T, € la struttura di un fibrato principale con gruppo
strutturale S’;

3. se la connessione di fondo ¢ metrica, allora g ¢ un elemento costante g € L2285 ®S".

In aggiunta agli assiomi precedentemente formulati, ¢ dato il seguente assioma, la cui
validita e limitata alla presente sezione, e che caratterizza le soluzioni esatte newtoniane.

Assioma N.1 Si assume che F' = 0, e che la restrizione K% della connessione gravi-
tazionale si estenda ad una connessione di fondo K.
Si assume, inoltre, che la sorgente di K’ sia un fluido incoerente, ossia ¢ = 0, e quindi
B —
T = 1. ]

La connessione K" prende il nome di connessione newtoniana. Concordemente, lo
spazio—tempo FE prende il nome di spazio—tempo newtoniano.

Proposizione 2.4.2 La connessione gravitazionale si decompone nella somma
K' =K'+ dt@dt@N* |
ove N': E — T?QVE.
Pertanto, si ha

="+ N,
QF = Q" — (dt L NHAY,

e se 0 € un osservatore inerziale rispetto a K"

Pt = 20" = AN A dt .
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Inoltre, la curvatura della connessione gravitazionale soddisfa
R = [K", dt@dte N . (2.3)
Valgono le espressione in coordinate

N = N# i’ @u’®0;
R' = O;N*jyd N d°®0;@d" .

Osservazione 2.4.1 La precedente proposizione assicura che, se lo spazio—tempo
ammette una connessione di fondo, allora l'insieme delle connessioni gravitazionali che
soddisfano il precedente assioma e in biezione con l'insieme dei campi tensoriali N :
E—T?QVE. O

Prima di discutere in dettaglio le conseguenze della precedente proposizione, ¢ bene
osservare che la connessione K" postulata nel precedente assioma non e unica.

Proposizione 2.4.3 Siano K", K"y due connessioni di fondo su E tali che K =
K"/ = K"Y. Allora, se

K'= K" + dt®dt®o N = K"y + dtQdt N, |
st ha
Ny — N T — T2 ;

Se 01, 09 sono due osservatori inerziali rispetto K", K"y, allora o5 — o1 : T —— T*®.S.

DIMOSTRAZIONE. Si deve al fatto che

V[Kh](og —01) = dt®dt®(]\/'h2 _ Nul) 7
VIEY](0y —01) = 0.

La decomposizione della proposizione ha influenza sulle equazioni del campo e
del moto delle particelle, nel modo che segue.

1. La prima equazione dei campi ¢ equivalente al sistema

K'=K'"=3, dN¥=0.

2. La seconda equazione dei campi e equivalente a

r[KY = div'Nidt @dt = &g .
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3. La legge di moto di Newton e equivalente all’equazione

V[y']s = N¥os .

2.5 Soluzione esatta a simmetria sferica

In questa sezione vengono introdotti gli assiomi che caratterizzano le soluzioni esatte
a simmetria sferica nel vuoto e in assenza di campo elettromagnetico [Vit95a, Vit95b].
Ciascun assioma viene postulato in modo da riprodurre nel modello I'idea fisica intuitiva
di simmetria sferica. Questo modo di procedere sara sempre evidenziato nei commenti
precedenti o seguenti i singoli assiomi.

Prima di tutto, per motivi di semplicita, si introduce il seguente assioma.

Assioma S.1 Si assume che
F=0, T=0. O
La sezione e divisa in due parti; nella prima si danno assiomi di simmetria sferica su

E e g, e nella seconda si danno assiomi su K°.

2.5.a Spazio—tempo e metrica a simmetria sferica

Assioma S.2 Si assume che lo spazio—tempo t : E —— T sia un fibrato. O
In tal modo, le fibre sono diffeomorfe e I'insieme degli osservatori completi non e vuoto.

Assioma S.3 Si assume una sezione ¢ : T —— FE. ]

Dal punto di vista fisico, la sezione ¢ rappresenta la linea di universo di una particella,
che giochera il ruolo di centro di simmetria.

Assioma S.4 Per ogni 7 € T ogni geodetica in E, uscente da ¢(7) ammette una
parametrizzazione in IR. O

Come prima conseguenza, ogni fibra di E ¢ una varieta riemanniana completa, quindi
inestendibile (appendice [A.9).
La mappa

r:E—1L:et—r(e) := dye(ct(e)),e) ,

ove dy(e ¢ la funzione distanza indotta dalla metrica riemanniana in E ), ¢ detta distanza

da c(T).

Assioma S.5 Si assume che, per ogni 7 € T, (E,, g,) sia sfericamente simmetrica
rispetto ¢(T). O
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Osservazione 2.5.1 La conseguenza piu importante del precedente assioma e che le
fibre di E sono isometriche a JR" mediante le mappe esponenziali exp, ;. O

Alla luce della precedente osservazione, il prossimo obbiettivo & provare che le mappe
esponenziali dotano E —— T di una struttura naturale di fibrato vettoriale riemannia-
no. A tale scopo, si consideri il fibrato vettoriale ¢*V E —— T, dotato della metrica
riemanniana scalata ¢*g : T —— L?*® (¢*VE %Zj c¢*V E). Si noti che I'isomorfismo natu-

rale Vc*VE ~ ¢*VE x ¢*V E implica che c¢*g puo essere vista come una metrica scalata
T

verticale su ¢*VE — T.
Per ogni 7 € T si consideri la mappa

XP(ry : Ve B — Er;

gli assiomi S.4,S.5 insieme al teorema A.9.1 che exp,(,, ¢ un diffeomorfismo. In realta,
vale il seguente risultato.

Teorema 2.5.1 La mappa explyr) : ¢'VE —— E & un’isomorfismo di fibrati su idp
che preserva le metriche verticali.

DIMOSTRAZIONE. E necessario solamente provare la differenziabilita di exp. Infatti,
exp e la restrizione del flusso di uno spray geodetico fibrato [Lan72] indotto da g. Cosi,
exp e differenziabile poiché localmente rappresenta le soluzioni di un sistema di equazioni
differenziali ordinarie del secondo ordine dipendenti da un parametro in T . QED

Corollario 2.5.1 La mappa exp |o1) dota E —— T di una struttura di fibrato vet-
toriale con una metrica scalata lungo le fibre c*g : T —— L?*®@(E* @ E*), in cui c ¢ la
T

sezione nulla.
Inoltre, la mappar : E —— L ¢ C® su E' := E\ ¢(T).

Il teorema di banalta dei fibrati su base contraibile [Ste51, p.53] fornisce trivializzazioni
che preservano il gruppo strutturale.

Corollario 2.5.2 Sia (P, h) una fibra—tipo di E —— T (h ¢ una metrica euclidea).
Allora, esiste un insieme di osservatori completi o tali che lisomorfismo indotto 1, :
E —— T x P si restringe a un’isometria su ogni fibra.

Un osservatore completo ¢ detto isometrico se da una decomposizione globale di E
che conserva la metrica.

Osservazione 2.5.2 Si vede facilmente che un osservatore o ¢ isometrico se e solo se
o soddisfa I’equazione

o, in coordinate adattate, 9yg” = 0. O
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2.5.b Connessione spazio—temporale a
simmetria sferica

La ricerca di soluzioni a simmetria sferica ¢ estesa anche alle connessioni che sono
singolari su ¢(T"); quindi, si indebolisce 'assioma |G.3| nel modo seguente.

Assioma S.6 Si assume che la connessione spazio-tempo K sia definita sul sottofi-
brato E' = E\ ¢(T') di E.
]

Ora, ¢ introdotta una decomposizione naturale di E’.

Per ogni 7 € T si ha una relazione di equivalenza in E’: per ogni e, f € E’ si pone
e ~ f se e solo se esiste k € IRT tale che ¢ = kf. L’insieme quoziente S := E’/~ puo
essere dotato dell’unica struttura di fibrato (su T') tale che per ogni [ € L le inclusioni
naturali ¢; : § & E’ siano morfismi di fibrato.

Proposizione 2.5.1 Il fibrato E' si decompone naturalmente nel modo sequente
E—1LxS8S.

Si noti che S ¢ un fibrato banale, ma che non possiede una banalizzazione naturale.
La decomposizione precedente induce la decomposizione

La decomposizione E' —— L x S ¢ chiaramente ortogonale. La metrica ¢ si decompone
nella somma

g=g.+71°gs,
dove
g TL X TL —— L?® R : (u,v) —— uv (appendice|A.1)) & la metrica naturale scala-
L
ta su L;

gs: VS x VS —— IR & l'unica metrica riemanniana verticale tale che per ogni [ € L le
s

inclusioni naturali ¢; : § —— E’ sono immersioni isometriche fibrate rispetto alle
metriche riemanniane scalate verticali [?gg e g.

Proposizione 2.5.2 Sia Z l'insieme degli osservatori completi isometrici. Allora, per
ogni o € I la decomposizione della proposizione 2.5.1 induce la sequente decomposizione

o= (oL,0s),
OLITXL—>T*®TL, Osis—>J15,

ove

OL:O, LOS§S:O
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Se o € T, allora o € 7 induce una decomposizione E —— T x P, quindi una
decomposizione

E —TxP —TxLx§S, (2.5)

dove P':= P\ 0, e S:= P’/ ~ come nella proposizione 2.5.1l In particolare, si ha
E —Lx8S—TxL xS, in cui la componente su L. ¢ I'identita.

Dato o € Z, verranno utilizzate coordinate adattate alla decomposizione indotta
da o, indicate con (z%; r, y®). In particolare, sara usata su L la coordinata naturale r fornita
dalla scelta di una unita di lunghezza. Inoltre, (z° y®) indicherd una carta adattata su
S, con 0 < a, F < 2. Per convenienza, saranno scelte come coordinate (y*) le coordinate
sferiche.

L’assunto di simmetria sferica sulla connessione gravitazionale puo essere dato sola-
mente tramite un osservatore. Infatti, non e possibile ‘isolare’ in modo intrinseco la parte
di K non determinata dalla metrica, a meno di usare un osservatore (teorema 2.1.4).

Un modo particolarmente intuitivo di introdurre tale assioma ¢ quello di caratterizzare
una connessione gravitazionale a simmetria sferica richiedendo condizioni di simmetria
sferica per la traiettoria delle particelle test. Chiaramente, ha senso parlare di traiettoria
solamente rispetto ad un osservatore. Ed e naturale postulare tali condizioni rispetto ad
un osservatore o € 7.

Si introducono due categorie di osservatori in Z, caratterizzati da simmetrie del moto
delle particelle test. Richiedere I'esistenza di tali osservatori ¢ un’ipotesi su K.

Definizione 2.5.1 Un osservatore o € Z e detto radialmente simmetrico se, rispetto
alla decomposizione E ~ T x P indotta da o, ogni moto newtoniano z con condizioni
iniziali

2(10) = (10,00, 80) €T xL xS e jiz(1)=v € T"®T, L
soddisfa
1. z ¢ definito su T
2. rispetto alle decomposizioni (2.4), (2.5), si ha
2: T —TxLxS:(1)— (1,U(1),8), jiz: T —T'QTL,
ove | : T —— IL non dipende dalla condizione iniziale sy € S. ]

Definizione 2.5.2 Un osservatore o € Z e detto rotazionalmente simmetrico se, ri-
spetto alla decomposizione E ~ T x P indotta da o, ogni coppia di moti newtoniani z,
Z' con condizioni iniziali rispettivamente

2(10) = (70,lo,80) €T x L x S 712(1) = vy € T"®T},S
2 (10) = (10,10, 85) €T xL x S 717 (1) = vy € T*®Ty S
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e tali che ||vg|| = ||vg|| soddisfa la seguente richiesta: ogni isometria ¢ : S —— S tale che
T, (s,v9) = (8',v) mappa il moto z nel moto 2/, cioe:

7= (dy,t)oz. O

La connessione spazio-temporale K ¢ detta a simmetria sferica se esiste un osser-
vatore o € 7 che e radialmente e rotazionalmente simmetrico. Tale osservatore ¢ detto
sfericalmente simmetrico.

Assioma S.7 Si assume che la connessione spazio-temporale K' sia sfericamente
simmetrica. ]

Si denoti con K° la connessione piatta su E indotta dalla parallelizzazione di E
relativa alla decomposizione E —— T x P indotta da o.

Teorema 2.5.2 Sia o un osservatore sfericamente simmetrico. Allora, K% ¢ uni-
vocamente determinata (a meno di un fattore dipendente dal tempo); in particolare, si
ha

K% = K° + dt@dt@N* (2.6)
N*: T xL — T*"@T*®TL
where:
.k —2 o7 3
Nt =—, k:T—T“®L
T
DIMOSTRAZIONE. La prima equazione dei campi implica la metricita di K%, e quindi
K%ij = —K*;;. Cio da K = K°¢&, = 0.
Inoltre, essendo K®" = 0, la componente della legge di moto lungo TIL prende la
forma

2 r r
(9001 - Kuoo -

'S.7l La componende della legge di moto lungo T'S per il moto [ &
2K 20" = — K" .
In ogni punto la precedente equazione vale per ogni condizione iniziale Jyl", pertanto

Kuocf« = Khora = Khocé = 0.
La prima equazione dei campi implica d® = 0, che ¢ equivalente al sistema

20i K 0apd' Nd* ANd? =0
aoKhUaﬁ — 0
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in cui la prima equazione da &K“Oaﬁ =0.
Ora si sfrutta la seconda equazione dei campi per completare la prova. La componente
r[K%o, del tensore di Ricci ¢ identicamente nulla; inoltre, si ha

T[Kh]oe = 8¢Kh0¢; =0,
r[K%op = 89K“09¢ +sinfcosOK* S =0,
Questo sistema ha la soluzione generale Kh09¢ — r2sinf, ove ¢ & una costante reale.

Dall’assioma [S.7 (simmetria rotazionale di o) si deduce ¢ = 0.
Infine,

2
r[K oo = 0, K" gy + ;Kuoro =0

ha la soluzione generale Ky = % con k: T — .

Il risultato ¢ ottenuto ponendo k = k(u®)?®(ly)3.

Osservazione 2.5.3 La connessione gravitazionale K% puo essere vista come una
connessione newtoniana, anche se K% non ¢ definita su E, ma su E’. La connessione di
fondo relativa a K% ¢ K°. O

Il precedente risultato non specifica quale sia la classe degli osservatori sfericamente
simmetrici. In realta, questa classe contiene un unico elemento.

Corollario 2.5.3 Sia o € T un osservatore sfericamente simmetrico. Allora
1. K° non dipende dalla scelta di o;

2. esiste un unico osservatore sfericamente simmetrico.

DIMOSTRAZIONE.
1. Dall’identitd K° = K% — N si deduce che K° & indipendente dalla scelta di o.

2. Si indichi con K" I'unica connessione piatta associata con una connessione sferica-
mente simmetrica K. La connessione K" induce su E un’unica struttura affine.
Le strutture affini indotte da osservatori sfericamente simmetrici non sono isomorfe
tra loro. Quindi, la prima parte della prova mostra che esiste un unico osservatore
sfericamente simmetrico.

Osservazione 2.5.4 Si ricordi che la connessione K non ¢ piatta; infatti, usando la

formula si ha (a meno di un pull-back):

k
RIK"] = 3 (2dt@dt A idpy, —dt®@dt Aidrs) # 0.
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La legge di moto per un moto s : T'—— FE prende la forma
V[y']s = Nos .

L’equazione precedente puo essere considerata una reinterpretazione della legge di gravi-
tazione di Newton in termini di una connessione con curvatura non nulla su uno spazio—
tempo topologicamente banale. Un confronto con la legge di Newton suggerisce che, scelta
una massa m (che si puo considerare la massa della sorgente del campo gravitazionale,
ossia una particella con linea di universo ¢(T")), si pud assumere

k=xm.

Si noti che, anche se ¢ ¢ la sezione nulla di E, non ha senso chiedersi se ¢ sia un moto
newtoniano, poiché K% non & definita su ¢(T). O

Osservazione 2.5.5 Si potrebbe provare che esiste un unico osservatore in caduta
libera, determinato dalla velocita radiali di particelle in caduta libera partenti all’infinito
con velocita nulla e cadenti su ¢. Questo osservatore non e isometrico, anche se e radial-
mente e rotazionalmente simmetrico.

]

Osservazione 2.5.6 Se lo spazio-tempo E e la metrica g soddisfano gli assiomi del-
la presente sezione, allora esiste una connessione K che soddisfa 'assioma di simmetria
sferica. Infatti, una tale connessione puo essere agevolmente costruita mediante un osser-
vatore isometrico.

]

Osservazione 2.5.7 Con gli oggetti a disposizione si puo costruire una metrica di
Lorentz su E’. Infatti, si consideri il potenziale di ®

a=—(&m)/r:L — T*"QL*’QT*. (2.7)
Si definisce la seguente metrica di Lorentz g7, su E’
gr = (¥7g)oo + 2a®dt ;

In coordinate adattate, i simboli di Christoffel della connessione sfericamente simme-
trica K% diversi da K* /\Ou sono gli stessi dei simboli corrispondenti della connessione di
Levi—Civita indotta da g;. Inoltre, il tensore di Einstein G, indotto da g, e dato da

1 1
G = 2L~ 79

4
Cosl, si puo interpretare lo spazio—tempo galileiano sfericamente simmetrico come
uno spazio-tempo einsteiniano con la metrica di Lorentz g, e il tensore di energia T =
%2 gL — 39s. Si veda [Tra63, Tra66] per un’analisi piti approfondita. ]



CAPITOLO 3

STRUTTURE RELATIVISTICHE
CLASSICHE EINSTEINIANE

In questo capitolo e sviluppata la teoria dei campi gravitazionale ed elettromagnetico
in relativita generale classica einsteiniana. L’obbiettivo e di dimostrare come le costruzioni
geometriche del caso galileiano possano esere recuperate nel caso einsteiniano. La maggiore
difficolta sta nel fatto che molti oggetti che nel caso galileiano sono definiti sullo spazio—
tempo, nel caso einsteiniano sono definiti sullo spazio delle velocita. I risultati esposti in
questo capitolo sono tratti da [JaMo95].

3.1 Struttura geometrica dello spazio—tempo

In questa sezione sara studiata la struttura geometrica dello spazio delle velocita nel
contesto della relativita generale di Einstein.

3.1.a Unita di misura e spazio—tempo

Gli spazi di unita di misura postulati in relativita einsteiniana sono gli stessi postulati
per la relativita galileiana. Per precisione, ¢ bene ripetere che si assumono i seguenti
semi—spazi vettoriali di dimensione 1:

T , lo spazio vettoriale orientato di dimensione 1 delle unita di tempo;
LL | lo spazio positivo delle unita di lunghezza;
M , lo spazio positivo delle unita di massa.

Anche in questo casi si introduce 1’algebra tensoriale delle unita di misura, e si ha lo
spazio delle cariche Q := T*®L?*?@MY2. Inoltre, una particella ¢ rappresentata anche in
questo caso da una coppia costituita da una massa e da una carica. Si assume, inoltre, la
costante di Planck

he (TH)*QL*oM ;

84



3.1. Struttura geometrica dello spazio—tempo 85

Assioma E.1 Siassume che lo spazio—tempo sia una varieta M di dimensione 4, con
una metrica di Lorentz scalata

g M —1L°0T"M @ T*M
M
di segnatura (+ — ——), e che M sia orientata e orientata temporalmente. ]

Le carte su M saranno denotate con (z¥), ¢ = 0,1,2,3. Dunque, l'espressione in
coordinate di g e

9= 0gopd*®d¥, goy: M — L*®@R.

Nel seguito, saranno impiegate carte tali che d, € di tipo tempo e orientato temporalmente,
e 01, 0q, 03 sono di tipo spazio; quindi gog > 0, g11, g22, 933 < 0. Gli indici latini ¢, j, p, . ..
indicheranno coordinate di tipo spazio, mentre gli indici greci A, i, ¢, ... indicheranno
coordinate spazio—temporali.

Si noti che, malgrado 'assenza nel caso einsteiniano di una fibrazione che dia il tempo
assoluto, e presente uno spazio vettoriale che descrive gli intervalli di tempo proprio. Cio
e in accordo con l'interpretazione fisica standard.

Assioma E.2 Si assume che la velocita della luce sia un elemento positivamente
orientato

ceT"eL. O

Si noti che g e g/c® possono essere viste come metriche di Lorentz non scalate rispet-
tivamente sui fibrati vettoriali L*@TM —— M e T*®QTM —— M, rispettivamente.

3.1.b Spazio delle velocita

Lo scopo di questa sezione e di introdurre lo spazio delle velocita e la struttura di con-
tatto. In particolare, lo spazio delle velocita sara un determinato sottospazio di J; (M, 1)
(appendice 'A.6), e la struttura di contatto sara derivata dalla struttura di contatto di
Ji(M,1).

Definizione 3.1.1 Una sottovarieta s C M di dimensione 1 in M di tipo tempo e
detta moto. 1l getto jys C J1(M,1) di un moto s C M ¢ detto velocita di s.
I1 sottofibrato aperto

iZUlML' Jl(M,l),

costituito dalle velocita dei moti in M, & detto spazio delle velocita. J
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Osservazione 3.1.1 Il fibrato UM —— M non ¢ affine, nemmeno se M ¢ lo
spazio—-tempo di Minkowski. Si vedra che le sue fibre sono varieta riemanniane. Questo
fatto costituisce una delle maggiori differenze tra il caso galileiano e il caso einsteiniano.

]
Se s & un moto, allora la lunghezza di un vettore v € T's &, per definizione, ||v|| =
Vlg(v,v)| € LOR.
Lemma 3.1.1 Sia s un moto. Allora, si ha l’isomorfismo naturale
+
U :Ts—sxT:veT,s— (z, ”UH)GSXT,
c
ove la scelta del segno dipende dall’orientazione temporale di v. O

Lemma 3.1.2 Il precedente isomorfismo induce naturalmente lisomorfismo lineare
su UM

w K (M,1) — UM x T,
ove i ¢ l'inclusione i : UyM —— J;(M,1) (appendice A.G).
In coordinate si ha
(2%, 2, 2, 2°%) our (¢, v - (B + 25(9) ;) =
(19(6), 2(6), 7(9), v \/ 900 + 20057() + g1 (0)%(6) /)

Proposizione 3.1.1 La struttura di contatto

o - Kl(M,l) _— Jl(M,l) ])\}TM

st restringe su Uy M alla mappa
m=mo(u) UM —— T*®TM .

Si noti che, per abuso di notazione, in questo capitolo sara denotata da m; la restrizione
della struttura di contatto su .J; (M, 1) al sottofibrato U; M composta con l'isomorfismo
naturale u. Si ha I'espressione in coordinate

m=camy=ca(d+zp0;), (3.1)

ove

o = 1/ llmroll = 1/+/ 900 + 2905 + gz, € L*. O
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Osservazione 3.1.2 Si ha

go(ﬂlyﬂl) =c*.

87

Quindi, la mappa 11 permette di considerare U; M come un sottofibrato (non vetto-

riale) UyM C T*®@TM.

O

Se s ¢ un moto, allora ;0 js : s —— T*®TM ¢ il campo vettoriale scalato che

rappresenta la velocita di s.

Mediante la metrica e possibile introdurre un analogo della forma dt del caso galileiano;

in particolare, si introduce la 1-forma

gb

= —50M; UM — TRT*M ,
c

che ha espressione in coordinate

@ i
e ETE\d)‘Z E(go,\—l—gi,\xo)d .

Si noti che
oo =1d ,
cioe, in coordinate
co (i + T,Exg) =id;
quest’ultima equazione implica

8?(1/@) = CTf.

3.1.c Decomposizione ortogonale

La metrica di Lorentz fornisce la decomposizione standard di ogni vettore tangente allo
spazio—tempo nella somma di due componenti (una di tipo spazio, e I'altra di tipo tempo)
una volta che sia stata assegnata in quel punto una direzione temporale. Questa sottose-
zione e dedicata allo scopo di dimostrare che tale decomposizione fornisce 1’equivalente
einsteiniano della successione esatta (A.6). Tale successione esatta ¢ data naturalmente
da una fibrazione (si veda l'osservazione [A.7.2)), che non esiste nel caso einsteiniano. Si
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noti che questa e una delle maggiori differenze tra la teoria dei getti di sottovarieta e la
teoria dei getti di fibrazioni.

Si considerino i seguenti fibrati vettoriali su Uy M
T"M ={(¢,X) e UUM xTM | X € Ly},
M
TM :={(¢,X) e yM x TM | X € L},
M

and

T"M = {(¢,w) € UlMAxlT*M | (w, Ly) =0},
TIM = {((b,w) € U1M1>\<4T*M | <w,L¢> = O} .

Osservazione 3.1.3 1l fibrato T"M coincide con il fibrato i*K; (M ,1). Dunque, si
hanno gli isomorfismi lineari fibrati su U; M

o :UMXT—T'M  7°: 7'M — UM xT. O
Cosi, i fibrati
"M ~UM xT — UM, "M — UM
giocheranno i ruoli di
TxT—T, VE — E

nel caso galileiano.

Proposizione 3.1.2 Si hanno le decomposizioni su Uy M

UMXTM =T"M & T+M,
M UM

UMXxTM=T'M & T'M. O
M

UM

Osservazione 3.1.4 Restringendo la metrica, si ottengono, rispettivamente, la me-
trica scalata definita negativa e la metrica scalata riemanniana

g UM —T'M ® T"M, g :UM—T:M @ T:M,
UlM U1M

e gli isomorfismi lineari fibrati su Uy M
¢ :T'"M — L2@T'M, ¢, :T"M — LT/ M,
¢ :T'M —12@T°M, ¢ :T*M—12@T'M. O
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Osservazione 3.1.5 Le seguenti basi locali sono reciprocamente duali, e sono adat-
tate alle precedenti decomposizioni

mo = 0o+ 240, b; = 0; — cowf;:o = (5] caT; xo)a — caThao,
A = d° + carft = cangw , V' =d — xhd.

Le mappe inverse di transizione alle basi (9,), (d¥) sono

aOZCOZTgﬂo—Iébi, @zb-—kcon'.uﬂo,
d° = X0 — cariy? d' = (0! — cariz)¥’ + 2jA\°. O
Osservazione 3.1.6 Si ha
1
g omg = ?)\0 ¢’ ob; = 91]19] (Gip — c2ThT“)d“,
gPoX’ = a’n, g ot = gi'b; = (9" — x69™")0y

dove sono state introdotte le matrici reciprocamente inverse

gé =0b;-b; = gzj — 027'h7'u

g7 =00 = g7 — g% — g0+ g%aix). O

Lemma 3.1.3 Valgono le sequenti identita.

(5" =l =0 (33)
(Gip — AT )d“ (gij — czThZTh )i
(g %gou)@“/ —C TuzT ) = 5” - C T W )

DIMOSTRAZIONE. L’equazione segue da
go(9',7") = 0.
L’equazione segue dall’equazione (3.2), che da

—(gm ¢ Tuﬂh )5’70 (9i0 — CzTuiTh0)~

L’equazione segue da

(g* ngou>(gw — CQTuz’Tu ) =

9" g — gM T, — g% gua + g T

on
9" g — EgP T, — ¢ gl + g (gou + gpal) — g TR U
= o1 — 7T

Ora ¢ possibile esibire I'analogo della successione esatta (A.6).
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Proposizione 3.1.3 La decomposizione di UM x T M fornisce le successioni esatte
M
corte su UM

0—T"M —~UMxTM —2+~T"M —- 0,
M
0—T"M —UMxTM —2+T+M —0,
M
m cul st ha
AN=7'®@mn, : UM x TM — T"M,
M

YO =1idrp —7'@mq UM x TM —— T+ M .
M

con le espressiont in coordinate

A= >\0®;:0 (3.6)
= 7, A @0, = —cat?, (6 + ol'xh)d’ ®0),
V=9 ®b; (3.7)

= (6" — 274, u”)d”@@ = 0" — cat®, (6} + Stah)d’ @0,
= (g" — zhg"") (g — P7%7%)d' ®0, . O
E chiaro che le successioni precedenti possono essere interpretate tramite la successione
esatta corta naturale su J;(M,1). Per un abuso di notazione, la restrizione del morfismo

lineare suriettivo su J; (M, 1)

191 . Jl(M,l) ])\}TM —_— Wl(M,l)

al sottofibrato aperto ¢ : UM —— J;(M, 1) verra denotata con la stessa lettera

191 . UlM X TM —— Z*Wl(M,l) .
M

Corollario 3.1.1 La proiezione 91 si fattorizza secondo il sequente diagramma com-
mautativo

U:M x TM Wi (M, 1)

\/

ove I é un isomorfismo lineare su UM , e ¥ € la proiezione ortogonale.
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Osservazione 3.1.7 La seconda successione esatta della precedente proposizione e
la rilettura della restrizione della successione esatta naturale (A.9) ad U; M mediante la
decomposizione ortogonale del fibrato tangente al di sopra di U; M, e la prima successione
esatta della precedente proposizione fornisce ’analogo della successione esatta .

Si noti che, anche nel caso particolare di getti di sottovarieta della varieta di Lorentz
M, non esiste una successione esatta su M analoga a (A.7.2), ma esiste ’analogo del
rilevamento di (A.7.2) al primo getto, dato, appunto, dalla (A.6). O

Corollario 3.1.2 La decomposizione di UM x T*M fornisce le successioni esatte
M
corte su UyM

0 —T'M — )M x T*M . TrM —— 0,
0— T/ M — UlMﬁT*ML "M — 0,
n cui st ha
N =m @ UM X T"M —TM,
O =15 — e UM A>§IT*M —TIM,
con le espressioni in coordinate

M= 1100\, 0* = b; Q0" .

Si puo ottenere un’interpretazione fisica delle mappe sinora introdotte. Una sezione
o.M —UM

e detta osservatore. Il campo vettoriale m; 00 : M —— T*®T M rappresenta, pertanto,
la velocita dell’osservatore o.

Proposizione 3.1.4 Si ha
miojs = (1107s)" + (m10js)" =8 (mi00]s + ),
ove

5:(ﬂ10j8)4(7'hoo‘3): g(miools, mojs) _ c

— S
¢* Ve =617

2 .
5=’ ((ﬂlojS)J(ﬁéOIS)) e T RTIM.
g(mi00,m1075)
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Il vettore 3 € T*® L} puo essere interpretato come la velocita di s osservata da o. Si
hanno le equazioni

cvVo?z—1

521, 5l =2

<ec,

che esprimono, rispettivamente, la dilatazione temporale e il fatto che la velocita osservata
di un moto e piu piccola di c.

Sia (z°, 2%) una carta su M adattata all’osservatore o, cio¢ z{(0) = 0. Si ha

aoo = 1/v/q900 , 800 = 1/(ca).
Percio, per un moto s si puo scrivere

at’y _ fo)(gooai — 90i0)

5: S B_
\/ 900 ’J Tho goo

|js -

3.1.d Fibrato verticale dello spazio delle velocita

In questa sottosezione sono mostrate alcune analogie fondamentali tra il fibrato verti-
cale VU M della fibrazione ﬂé : UM —— M el fibrato verticale VgJ; E della fibrazione
ty : 1 E — E del caso galileiano.

Lemma 3.1.4 Il prolungamento verticale di m4

Vo, : VUM — V(T"®TM) ~ (T*®TM) x (T*"®TM)
M

st fattorizza attraverso un isomorfismo fibrato su Uy M
L VUM — T*T+ M,

secondo il diagramma commutativo

VUM (T'©TM) x (T*©TM)

T*QT+M

Si hanno le espressioni in coordinate

v =cad,®b;, v = —9'R0). (3.8)
ca



3.1. Struttura geometrica dello spazio—tempo 93

DIMOSTRAZIONE. Se ¢ € UM e X € VUM, allora X puo essere espresso come
X = do(0), ove 0 : IR —— UgM & una curva verticale tale che o(0) = ¢. Essendo
2= go(mio0, m100), si ha

0= g(T(m100)(0), (2100)(0))
= g((Va10d0)(0), (m100)(0)) = g(Vai(X), 11(¢))

L’espressione in coordinate (3.8) segue dall’espressione in coordinate di mj. QED

Pertanto, I'isomorfismo VU, M ~ T*®T+M gioca, nella teoria einsteiniana, un ruolo
analogo all’isomorfismo VgJi1E ~ T*®V E del caso galileiano. Tuttavia, quest’ultimo
isomorfismo ¢ dovuto alla struttura affine di ¢} : JiE —— E, mentre I'isomorfismo
VUM ~ T*®T+M ¢ originato dalla metrica g.

La mappa v+~! puo essere vista come una 1-forma di saldatura scalata

=0 UM —TRT'M ® VUM .
UM

Questa forma e l'analogo einsteiniano di /1 E — TQV*E® gV 1 E.

3.1.e Connessioni

Questa sottosezione ¢ dedicata alla ricerca di una mappa x fra connessioni lineari
sul fibrato TM —— M e connessioni su U; M, in analogia con quanto fatto nel caso
galileiano. Il risultato principale e che tale corrispondenza esiste, ma che non vale I'ana-
logo del corollario 2.1.1l Inoltre, la mappa y non risulta essere a valori nell’insieme delle
connessioni affini, come succede, invece, nel caso galileiano.

Nel corso di questa sezione verranno usati ripetutamente concetti sviluppati nell’ap-

pendice

Una connessione

K:TM —T"M ® TTM,
TM

su T'M —— M ha un’espressione in coordinate del tipo seguente
K = d"®(0, + K,9,), K, € C*(TM),

ove (z¥,1¥) ¢ una carta indotta su 7'M da una carta (z¥) su M.
Se K e lineare, allora vale I’equazione

KwA:ch/\wiwa Kso/\wECOO(M)Q

inoltre si puo considerare la connessione F* ® K su T* ® TM —— M, ove F ¢ la
connessione piatta naturale sul fibrato banale pro; : T x M —— M. Per abuso di
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notazione si pone vi = vp-gk. Nella carta coordinata indotta (¥, &) su T*®T M si ha

VK = VFp+@K = UO@(dg - Kwuwftgdw)@au' (3.9)

Una connessione ' su Uy M puo esere rappresentata nei modi equivalenti

I UlM—> "M X TUlM,
UM

viovp : UM — T"UM ® (T*®@T+M),
UM

con espressione in coordinate

L=d?®(0, +T,40)), (3.10)
vrour = ca(dy — T,0d?)®b;, Ty € C°(UM). (3.11)

La torsione di I' rispetto alla forma di saldatura ®

0,8 : UM —— TN T*M ® VUM

UM
ha D’espressione in coordinate
1 1Y g0 A i
[F, (I)] = E ((80p +cT jroo)d Ad

+ (950 + er*nT50) x5 — p(ATop + Ty — 2R Ti0)d° A &
+ (05p + W D) A d' — pOpTybd" A d¥) @Y,
in cui si ¢ posto p = 1/a.
Il seguente teorema e ’analogo del teorema per il caso galileiano, e puo essere
provato allo stesso modo.
Teorema 3.1.1 Per ogni connessione lineare K su T'M la mappa

vp =0ovgoTln

data dal diagramma commutativo

vr vt

TU.M VUM T*®T+M
(ruyn,Tm1) 9
UM x T(T*©TM) (duyar ) UM x (T*©TM)
M M
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e una connessione I' su UM —— M che ha espressione in coordinate
i g i g i i 0, 0
Pop = Ky jwg + Ko'o — x5 (K jp + Koho) -
Cio definisce un morfismo affine x : K —— I tra i sequenti spazi affini
1. lo spazio delle connessioni lineart K suT'M —— M ;
2. lo spazio delle connessioni I' su UyM —— M.

Definizione 3.1.2 Le seguenti connessioni su TM e Uy M

K* =, vpy = Yovgpolmy

95

(3.12)

ove s € la connessione di Levi—Civita indotta da ¢, sono dette connessioni gravitazionali

(suTM e U M).

Si noti che i simboli di Christoffel di s sono i seguenti

ot

P g
Hop = _T(awgfhw + Oypgrip — 35%&) -

]

(3.13)

Anche nel caso einsteiniano si ha una corrispondenza fra le curvature di K e I' = y(K),

che si dimostra come nel caso galileiano. Si noti che

vioR[I): UM —— T*®(N°T"M ® T-M)
UM

ha espressione in coordinate

v o R[] = ca R[[)yb d* A d*b; .

Teorema 3.1.2 Se K ¢ una connessione lineare su TM —— M, e se I' = x(K),

allora
R =9YoR[K]o a4,

secondo il diagramma commutativo

UM x T*oTM 22 g Ap s (T (AT M © TM))
M M M
(idy, s, ) id 2 gy @V
'UJ-O
UM il T*Q(AT*M ® TM)

UM
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In coordinate

(RN auh =(RIKD ' s + (RIK] ot
— z(RIK)x" 5 + (RIK])a o) -

Un fatto molto importante ¢ che anche nel caso einsteiniano esiste ’analogo della
connessione del secondo ordine del caso galileiano. Tramite questa connessione si puo
formulare la legge del moto delle particelle test.

Si denoti con i : UyM —— Jo(M, 1) il sottofibrato aperto dei getti del secondo ordine
di moti in M.

Lemma 3.1.5 L’isomorfismo|3.1.1 induce naturalmente lisomorfismo lineare
ug 1 Ko(M, 1) — UsM x T
su idy,nr (appendicelA.6).
Proposizione 3.1.5 La struttura di contatto del secondo ordine

o @ KQ(M,]_) _— JQ(M,l) x TM
M

si restringe su Us M all’inclusione fibrata
Iy = mo(ug) ™t UyM —— T*®@TM .

Sinoti che UyM —— U; M non ha una struttura di fibrato affine, come JoE — J; E
nel caso galileiano. La coppia (m9, x1) €, tuttavia, un morfismo di fibrati. Si ha Pespres-
sione in coordinate

Iy = ca(0o + xé@i + xéoa?) .
Una sezione
v UlM _— UQM

e detta connessione del secondo ordine su M. Tenendo conto dell’inclusione mo, ogni
connessione del secondo ordine v puo essere caratterizzata come un campo vettoriale
scalato

"}/ . UlM E—— T*®TU1M

tale che la coppia (7, 1) € un morfismo di fibrati.
La differenza con il caso galileiano e che una connessione del secondo ordine + non
puo indurre, nel caso einsteiniano, una connessione di U; M sul tempo assoluto.
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Se v € una connessione del secondo ordine su M , allora si ha I’espressione in coordinate
Y= ca(@o%—xé@i +’7068?), ’Y(]é S COO(UlM) (314)

Infine, il seguente teorema fornisce la corrispondenza tra le connessioni I' su U1 M e
le connessioni del secondo ordine su M.

Teorema 3.1.3 Se I' ¢ una connessione su Uy M , allora
Y= O aI: UlM _— T*®TU1M

e una connessione del secondo ordine su M .

Si ha 'espressione in coordinate

i i i J
Yoo = Log + L'jo%p -

Corollario 3.1.3 La metrica g da la connessione del secondo ordine gravitazionale

’}/h .':,HlJFh. ]

3.1.f 2—forma fondamentale

Qui sara oggetto di studio la 2-forma naturale indotta da una connessione I' sullo
spazio delle velocita. Anche in questo caso si procede per analogia con il caso galileiano.

Definizione 3.1.3 Sia I' una connessione su Uy M. La 2—forma scalata su U; M
Q= (vovp)AY : UM —— T*@L*@A*T*U,M ,

¢ detta 2—forma fondamentale su Uy M indotta naturalmente da g e T ]

Si ha 'espressione in coordinate

Q= ca(gy — A ZT ) (d — T hd?) A d" (3.15)
= ca(gy — A7) (dy — Tyhd?) Ay (3.16)
= ca(gij — AT4TY) (db — yobd® — Tpid"™) A7 (3.17)

ove v :=mqJl.
Teorema 3.1.4 FEsiste un’unica connessione del secondo ordine vy tale che
y1Q =0,
e precisamente si ha

y=m1 21 UM — T*"QTU,M .
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DIMOSTRAZIONE. Segue da (3.1), (3.14) and (3.17).

Definizione 3.1.4 La 2-forma fondamentale su U; M indotta dalla connessione gra-
vitazionale I'" ¢ detta 2-forma gravitazionale.
]

Si prenda in considerazione la 1-forma scalata
At UM — (T*QL) QT UM .

E gia stato osservato che tale forma ¢ l'analogo einsteiniano della 1-forma dt del caso
galileiano. Tuttavia, la forma dt & chiusa, mentre ¢?>7% non lo e.

Lemma 3.1.6 La forma
n = AVPAPAQL UM — THQLSQAT* U, M ,
con espressione in coordinate
ETANPAPAQ =6t |g|ld ANd* NP NP NdyNdE NS,
¢ una forma volume scalata su Uy M . O

Teorema 3.1.5 La 2-forma gravitazionale Q% & una 2-forma simplettica esatta e
scalata su Uy M . Un potenziale distinto di QF ¢ la 1-forma scalata ¢*7%, cioé

O =c2drt. O

DIMOSTRAZIONE. La metrica g produce la 1-forma di Liouville scalata [LiMa87]
0:T*RTM — T*RL*QT*(T*®TM)
definita da
0(X) == g(Try(X) , mrerm(X)), VX e T(T"®@TM),
ove 7 indica proiezioni naturali. In coordinate
0 = gpiqu’®dt. O

I1 differenziale di questa forma e una 2-forma scalata su T*®7T M, che ha espressione
in coordinate

0 = u’ (D, g,0E3d? + guad)) A d* .
Si puo agevolmente provare che

,HTQIT“, nid@zﬂh,
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da cui segue la tesi. QED

La 2-forma gravitazionale 7 ¢ il candidato per il programma di quantizzazione della
meccanica relativistica einsteiniana secondo le linee del caso galileiano (capitolo [4). 11
fatto che Q7 ¢ esatta e ha un potenziale distinto & conseguenza diretta del fatto che I'? &
indotta da una connesione metrica, e costituisce una differenza fondamentale tra il caso
galileiano e il caso einsteiniano.

3.2 Campo gravitazionale e campo elettromagne-
tico
In questa sezione si introduce il campo elettromagnetico.

Assioma E.3 Siassume che il campo elettromagnetico sia una 2—forma scalata chiusa
su M
F:M— (T*QL¥2@MY?)@AT*M . O

Osservazione 3.2.1 La prima equazione dei campi e stata, di fatto, assunta, richie-
dendo la chiusura di F'. Lo studio di questa equazione e molto piu semplice nel caso
einsteiniano che nel caso galileiano. O

Si denota un generico potenziale locale di F'con A : M — (T*QL*2@MY?)QT* M.
Cosi, per definizione, si pone 2dA = F.
Le forme scalate su UM
E:= —nJF:UM— (T?eL**eMY*)@T; M,
B:=F+421"AE: UM — (T*®L*oMY*)@A*T; M ,
soono dette, rispettivamente, campo elettrico universale e campo magnetico universale. Si
ha F = —27' A E + B.
[ campi elettrico e magnetico associati ad un osservatore o : M —— U; M sono
definiti come le forme pull-back
0'E: M — (T?QLY*eoMY?)@T*M ,
0'B: M —— (T*@L32@M"?)@A*T*M .
I campi elettrico e magnetico universale contengono l'informazione completa sul campo
elettromagnetico.
Osservazione 3.2.2 Valgono le espressioni in coordinate

) ) . 2 ) ) .
F=2F,d Nd + Fyd' Nd' = ——E;N° ANy + By A7
(6/6%

E = Eﬂ?z = Ejdj + Eodo 5 B - B”lgl A\ 19j - Bij —+ 2Bojd0 N dj y
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ove

E; = —ca(Fy; + Fpal) Ey = —caFprh
Bij = Ej -+ ThiEj — Tqui B(]j = —thIg .
Quindi, in una carta adattata ad o, le espressioni in coordinate dei campi elettrico e
magnetico sono
cC .
Fo;d’
v/ 900 ’

(gi0Fo; — gjoFoZ'))di A . O

o*F = —

1

o'B = (F;; — —
Goo

Procedendo per analogia col caso galileiano, si dimostra ora che il campo elettroma-
gnetico puo venire incorporato nella struttura gravitazionale sullo spazio delle fasi.

Anche nel caso einsteiniano e necessaria una costante di accoppiamento. Ci si limitera
a considerare la costante di accoppiamento

q c T*®L3/2®M*1/2,

mc

corrispondente alla scelta di una particella
(m,q) € M x T*QLY?@MY2.
Si definisce la 2—forma totale

Q= Qf QLF UM —— T*QL2@A2T U, M .
mc

E chiaro che
dQ2=0;
tuttavia, {2 non ha, in generale, un potenziale globale. Si puo scrivere, localmente,
@ Layrarana=(2rf+ LA AQaQr.
mc mc

Questa 7—forma non e, in generale, una forma volume locale; per esempio, se A =
—gopd*, allora la 7-forma si annulla. Quindi, {2 puo non essere una 2-forma di contatto.

Ora si ricerca una connessione del secondo ordine totale. Si noti che una sezione
v : UM —— T*®TU; M ¢ una connessione del secondo ordine se e solo se 7 — ! & una
sezione v — 1 : UM —— T*®@VU, M.

Teorema 3.2.1 FEsiste un’unica connessione del secondo ordine v su M tale che

v1Q=0.
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In particolare, v ¢ data da

=74+,
ove

V= ivalogﬁoE,
me

con espressione in coordinate

e:_i iyt Oy F. J 80: q UEaO
Y mc(g 29 ") (Fou + Fjux)0; mCQQQL §Yi -

DIMOSTRAZIONE. Tenendo conto delle espressioni di Q% 4% ¢ F si ha
YV LF=m o F, 7SO = g ovton®,
e quindi

0:’YJQ:W/hJQh—i—L’thF—l—’yeJQh—{—i'ye_nF
2me 2me

1
=0+ iIL JF + =g’ovtoy® +0. [@ED
2mec 2

101

Osservazione 3.2.3 La procedura seguita ha permesso di ritrovare la forza di Lorentz

f = iog’ioE UM —— T*®T*M C UM x (T*?*®TM),
me M

con espressione in coordinate

_ 9% i i 0 F F jb':i”E-b
f m(g 209 ") (Fou + Fjuxp)bi mch 395

come sottoprodotto dell’accoppiamento tra campo gravitazionale e elettromagnetico.

Per finire, si ricerca la connessione totale su U; M. Si ponga ¢*? = idpp @ gt

Lemma 3.2.1 Si hanno le seziont

re = — L yllogog?0 (2P ANE) : UM —— T"M @ VU, M,
2me M
re — _ q v logt20 B - *
¢ =1 ¢20B . UM —— T"M @ VUM ,
2me M

con espressioni in coordinate

_ q
2mcia

G ET @, [ = — oL g B0 @)

e JR—
'y
2mcio

O
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Inoltre, valgono le relazions

~ q
e, =~° —(vrol I AY = ——— 279 A B
rZ[J 77 (UOE) QmCT
- q
=0 —(vtoT'Y)AY = —B
rZ[J B b (UOB) ch

DIMOSTRAZIONE. Segue da un calcolo in coordinate mediante la base (A%, 97), il lem-
ma 3.1.5 e il lemma 3.1.6.

QED

Si consideri, ora, una sezione

H:UM—T'M @ VUM.

UM

Si definisce la mappa
A(vtoH) : UM — T*QAN*Ti M

per mezzo della composizione

*, lzo,UJ_
UM -2 TM © VUM g ov) .
UM
T'RTIM @ TIM —20  T*QAX T M.
UM

Lemma 3.2.2 Le sequenti condizioni si equivalgono

oniH=0, (UJ‘JH)f\ﬁZO;
H:UM—T/M @ VUUMCTM ® VUM, A(vtoH) =0;
UIM U1M
H=H"¥Y®0d, g H;" = g Hi" .

DIMOSTRAZIONE. Segue da un calcolo in coordinate, impiegando la base (A%, 9%).

Teorema 3.2.2 Esiste un'unica connessione I' : UM ——T*M ® VUM tale
UM

che
n.l=~r A =Q, AT = AT?.
In particolare,

[ =T%41T°,
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ove

T =T% +T% = —QLmCUL—logﬂzo(F AT A E);

ossia, in coordinate,

e q ij
=g (B — Br")ed? .

DIMOSTRAZIONE. Segue dai lemmi precedenti e dalle espressioni di v and ).  [@ED

Osservazione 3.2.4 Non verra formulata, in accordo con quanto detto nell’intro-
duzione, la seconda equazione dei campi. Si rimanda a [HaEl173, MTW70, SaWuT76] per
un’analisi approfondita da un punto di vista matematico e fisico del soggetto. O

3.3 Meccanica delle particelle e sviluppi futuri

In analogia con la relativita generale galileiana, si introduce ora la legge di moto per
le particelle test. Anche in questo caso, I’equazione ¢ l'unica che puo essere formulata
tramite le strutture geometriche dello spazio—tempo.

Assioma E.4 Si assume la seguente legge di moto per una particella (m, q) € M x Q,
il cui moto e s C M:

V[yljis i= jas —yojis =0. O
Osservazione 3.3.1 La legge di moto si puo anche scrivere nella forma
vLovvnjs = fojs.

E importante notare che la legge di moto pud anche essere scritta come V[K]7,T's = 0.
0]

Osservazione 3.3.2 Anche in meccanica einsteiniana la costante di Planck permette
di ‘normalizzare’ la 2—forma totale. Infatti, si ha, per una data massa m € M|

m 2

Ancora non e stata sviluppata, per il caso einsteiniano, una teoria dei bicomplessi

lagrangiani che permetta di dare uno schema naturale per una teoria lagrangiana della

meccanica relativistica. Tenendo conto del fatto che la successione naturale ristretta

a UM si decompone in modo naturale (osservazione [3.1.7), ci si aspettano risultati in
analogia con il caso galileiano.
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CAPITOLO 4

CONNESSIONE QUANTISTICA IN
RELATIVITA GENERALE DI GALILEI

II problema della formulazione covariante (relativistica) della quantizzazione della
meccanica classica di una particella ¢ stato affrontato da parecchi autori (ad esempio
[DuKii84, Kos70, Kuc80, Pru95, ScP177,Sni80, Wo092]). In questo capitolo, verranno in-
trodotte le strutture geometriche necessarie per una formulazione relativistica della mec-
canica quantistica di una particella senza spin [JaMo093a, JaMo93b]. Tale formulazione &
stata estesa al caso di una particella con spin in [CJM95].

A differenza di quanto fatto nel capitolo [2 per le strutture geometriche classiche,
non viene postulata una distinta struttura geometrica quantistica. Infatti, da un punto
di vista fisico e di particolare importanza lo studio delle strutture quantistiche che &
possibile assegnare su di un dato spazio-tempo relativistico galileiano. Pertanto, verra
data una condizione necessaria e sufficiente per I'esistenza di strutture quantistiche su di
un dato spazio—tempo relativistico galileiano. Inoltre, nel caso in cui questa condizione sia
soddisfatta, saranno classificate tutte le strutture quantistiche non equivalenti. I risultati
saranno, poi, applicati alle soluzioni esatte studiate nel capitolo 2. I risultati di esistenza e
classificazione delle strutture quantistiche sono stati sviluppati in [MoVi95, Vit96b], sulla
base del teorema di Kostant—Soriau (si veda, ad esempio, [Gar79, Kos70]).

Si noti che in questo capitolo non ¢ data la procedura completa di quantizzazione,
ma sono descritte le strutture geometriche necessarie alla quantizzazione. Una completa
formulazione del principio di corrispondenza si trova in [JaMo93a, JaMo93b].

105



106 Capitolo 4. Connessione quantistica in relativita generale di Galilei

4.1 Fibrato quantistico e connessione quantistica

Si assume una particella (m,q) € M x Q.

Definizione 4.1.1 Un fibrato di linea complesso Q —— FE sullo spazio—tempo, do-

tato di una metrica hermitiana h, ¢ detto fibrato quantistico.
]

Le storie quantistiche sono rappresentate dalle sezioni quantistiche ¥ : E —— Q.

Una carta adattata su @ complessa e normalizzata sard denotata da (z°, 3, 2), e la
corrispondente base locale per le sezioni quantistiche sara indicata con b. Pertanto, una
sezione quantistica ha 'espressione in coordinate W = 1b.

Si denoti con

1:Q —VQ=QxQ:q— (g9

la forma di Liouwville su Q.

Definizione 4.1.2 Una connessione Y sul fibrato

Q =LExQ— J,E
E

con le seguenti proprieta:
1. Y e lineare hermitiana;
2. Y & universale (appendice|A.7);
3. la curvatura di Y soddisfa I’equazione:

m

RH] = i

2
Qeu: Q' — AT*JLE J®E Q',
1

e detta connessione quantistica. O

Gli oggetti geometrici introdotti nelle due definizioni precedenti sono sufficienti ad una
formulazione relativistica della meccanica quantistica di una particella scalare. Pertan-
to, una coppia (Q, Y) e detta struttura quantistica. Due strutture quantistiche (Q,, Y1),
(Q,, Ys) si dicono equivalenti se esiste un isomorfismo di fibrati di linea complessi Her-
mitiani f : Q; — Q5 che mappa Y; in Y,.

Si noti che la prima equazione dei campi df2 = 0 e l'identita di Bianchi per una
connessione quantistica Y.

Teorema 4.1.1 Per ogni aperto stellato U C E, scelta una banalizzazione dell’intor-
no tubolare di Q al di sopra di U, si ha

Y =Yy, +ity®n
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dove qU ¢ la connessione piatta su Q" indotta sull’intorno tubolare dalla banalizzazione,
e Ty € una forma di Poincaré—Cartan sull’intorno tubolare to_l(U) Cc LE.

DiMOSTRAZIONE. Infatti, 'espressione in coordinate di una connessione Y sul fibrato
Q' lineare hermitiana &

Y = @0 + d\®d? + iUyd* ®@u + i90d,®n

e 'universalita & espressa da 1) = 0.
La curvatura di una connessione 4 su Q' lineare hermitiana universale & espressa da

R[Y] = iy U, d* A d"@u +id)Y,dy A d"@u ,

da cui ¢ evidente il risultato. QED

L’espressione in coordinate di una connessione quantistica Y e, pertanto

U = d* @0\ + dy@0; + i+ (_ 590U’ + gisyod + ”dg o

dove a = a\u’®@d* : E —— T*®@T*E ¢ una particolare scelta (determinata da ) di
un potenziale locale di ® := 20*(), in cui o e I'osservatore indotto dalla carta. Riferendosi
alle mappe introdotte nella sezione [2.3, si ha anche Yy = —H/(uoh), Y; = p;/(uoh).

Ora, si studia il comportamento della connessione quantistica Y rispetto ad un cam-
biamento di carta. Pertanto, siano U, e U, due aperti stellati coordinati in E tali che
U,NU, # 0, e siano by e by le basi locali per le sezioni quantistiche indotte dalla scelta di
due banalizzazioni rispettivamente degli intorni tubolari di Q al di sopra di U e U,. Sup-
poniamo che il cambiamento di base sia espresso dalla funzione cqo, 0, equivalentemente,
dalla funzione fi5, nel modo che segue

bl = 012b2 = exp(27rif12)bg N
2 : U NUy ——U(1) : x —— exp(2mifia) ,
f12IU10U2—>R.

In accordo con il precedente teorema, sia, nell’intersezione degli intorni tubolari,

Y= q‘i + i Qu = LI; + 1T ®u .

Proposizione 4.1.1 Si ha

U, = Y, — 2midf1y@u
T = T2 + 27Tidf12 Xu
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DIMOSTRAZIONE. La prima equazione viene dal cambiamento di coordinate di una
connessione lineare, e la seconda viene dall’identita che precede I’enunciato. QED

Sia (Q,Y) una struttura quantistica. E possibile derivare covariantemente sezioni
quantistiche tramite il pull-back. Sia ¥ una sezione quantistica. Si ha

V[UV: LJE—TE®Q,
E

con 'espressione in coordinate
VI = ((9ov + if/(uoh)y)d® + (99 — ip;/ (uoh)y)d’ ) @b .

E possibile applicare al morfismo fibrato V[HY]W le proiezioni h e v definite nel capitolo
I, ottenendo i morfismi fibrati

WVUY) - HE —T'@Q  o(V[U¥): /1E — imi) @ Q

con le espressioni in coordinate

WV[I]P) = (mo-¢ — i(L/(u’h))P)u’ @b
v(VIIY) = (0:/v —i(pi/ (u’h) )0 @b

Si hanno i seguenti morfismi fibrati naturali su E

o 1 o o

Ly:=3 (h (w,sz) +h (pr, \If)) v: L E —— L*9AT'E,
b3 1h — = = 3 4 *

Lo =5 ((ov)@h) (VU.V¥)) v: h\E — L’0AT"E,

ove v ¢ la forma volume naturale su FE.

Teorema 4.1.2 Sia (Q,Y) una struttura quantistica. Allora, per ogni sezione quan-

tistica W, esiste un’unica combinazione lineare Ly, di Ly e Ly (a meno di un fattore
scalare) che si proietta su E, cioé

Ew J= qu — ,Cv\p .
Si noti che il morfismo fibrato L¢ induce il morfismo fibrato

4
L:)Q — L*oANTE,
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che ha l’espressione in coordinate

no
£=5 <_E9”Zﬂj — (%02 — Z20) +

+ia' (Ziz — 22) + % (2a0 — a;a) zz) Vigld® nd Ad* A d?

Definizione 4.1.3 Sia (Q,Y) una struttura quantistica. Il morfismo fibrato £ in-
dotto da Y & detto lagrangiana quantistica associata a (Q, ). L’equazione di Eulero—
Lagrange

Eo jl\p =0 )
indotta dal morfismo di Eulero-Lagrange
4
E:hQ — L:®imi ANT*E

corrispondente a £ (per una definizione si veda [Cos94]), & detta equazione di Schroedinger
generalizzata. ]

L’espressione in coordinate dell’equazione di Schroedinger generalizzata e la seguente

Ozgon\I/
:2L<ao¢+ aop+ 229
Vgl 2 \/H
h 2
+Zim( (Uzp ey~ (Tgaa] aa )¢)+
9i(9” Vg

(9" ) .m b 0 1 2 3
———2 0 —i—a;y PADL ANd Nd*Nd
V] (J h’ >>)

in cui ¥ := 2z — 2yd°. Questa equazione si riduce all’equazione di Schroedinger standard
nel caso di una soluzione esatta newtoniana per cui K = K" e T = 0.

Questa sezione termina con un breve sunto della procedura di quantizzazione covarian-
te mediante gli oggetti geometrici sin qui introdotti, sviluppata in [JaMo93a, JaMo93b].

Puo essere introdotta un’algebra di Lie di funzioni su JiE, 'algebra delle funzion:
quantizzabili, costituita da un tipo particolare di polinomi di secondo grado rispetto alla
struttura affine di J;E —— E. L’operazione di algebra ¢ costruita mediante la forma
cosimplettica in modo simile a quanto si fa con le strutture di contatto su una varieta
[God69).

La connessione quantistica da un isomorfismo di questa algebra con una particolare
algebra di campi vettoriali su Q, 'algebra dei campi vettoriali quantistici. Tale algebra
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puo essere vista come un’algebra di operatori quantistici su opportuni spazi funzionali.
Tra questi operatori € compreso anche 'operatore di Schroedinger. In tal modo, si ottiene
una formulazione covariante del principio di corrispondenza.

4.2 Esistenza di connessioni quantistiche

In questa sezione sare data una condizione necessaria e sufficiente per 'esistenza di
un fibrato quantistico e una connessione quantistica.

Il risultato di esistenza ed unicita generalizza il teorema di Kostant—Soriau [Kos70]
al caso di una teoria meccanica relativistica generale su di uno spazio-tempo con tempo
assoluto. Come ci si pud aspettare, si trova un risultato simile, che pero coinvolge la
topologia dello spazio—tempo, piuttosto che la topologia dello spazio delle configurazioni.
Nel caso relativistico, giocano un ruolo fondamentale le proprieta della forma di Poincaré—
Cartan. La presentazione del teorema di Kostant—Soriau che e stata seguita ¢ dovuta a
[Gar79]. I risultati qui esposti sono stati sviluppati in [Vit96b].

La sezione inizia studiando I'insieme delle classi di equivalenza di fibrati di linea com-
plessi. Due fibrati di linea complessi Q, Q' su E si dicono equivalenti se esiste un iso-
morfismo di fibrati complessi f : @ —— Q' su M. Si denoti con L(E) l'insieme delle
classi di equivalenza di fibrati di linea complessi. Tale insieme ha una struttura di gruppo
abeliano rispetto al prodotto tensoriale su C.

Due fibrati complessi di linea hermitiani su E si dicono equivalenti se sono equivalenti
nel senso detto sopra mediante un isomorfismo che conserva le metriche hermitiane.

Osservazione 4.2.1 In un fibrato di linea complesso, tutte le metriche hermitiane
sono equivalenti. Cio dipende dal fatto che la dimensione complessa delle fibre e 1. Quindi
I'insieme L(E) coincide con l'insieme delle classi di equivalenza di fibrati complessi di linea
hermitiani. O

Si denoti con O il fascio delle funzioni C*° da aperti di E a valori in C, e con O* C O
il sottofascio delle funzioni mai nulle.

Lemma 4.2.1 FEsiste un isomorfismo di gruppi abeliant naturale
k:L(E) — H*(E,Z)

[Gar79, Wel80).

DIMOSTRAZIONE. Infatti, le funzioni di transizione di un fibrato di linea Q —— FE
definiscono una l—-cocatena chiusa a valori nel fascio O, e pertanto un elemento di
HY(E,O*). Si puo vedere che tale elemento dipende solamente da [Q] € L(E).

Si consideri la soluzione esatta di fasci su E

0—=7Z O+ 0O 0,
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ove e ¢ il morfismo di fasci suriettivo dato da e(f) = exp 2mif. Si ha la successione esatta
in coomologia

HYE,0) — HY(E,0*) -+~ H*(E,Z) — H*(E,0)

ove §; & loperatore di Bockstein. Essendo O fine, si ha HY(E,O) = H*(E,O) = 0,
pertanto d; da l'isomorfismo cercato.

Osservazione 4.2.2 In [Wel80] ¢ dimostrato come gli elementi di H?(E,Z) possano
essere identificati con le prime classi di Chern dei fibrati complessi di linea. ]

Lemma 4.2.2 Si ha un isomorfismo

Hse Rham(E) = Hz(JlEJR) = HQ(E7R)

DIiMOSTRAZIONE. Infatti, mediante una sezione globale di J{E —— E & possibile
realizzare EE come un retratto differenziabile di J; E. QED

In particolare, ¢ possibile dare esplicitamente la classe corrispondente a [F)] in
H?(E, IR) senza passare attraverso una sezione globale di J1E — E.

Lemma 4.2.3 La classe di equivalenza [52Q] € H}, pyon (M) della 2-forma totale
determina una classe

[C][%Q] S HQ(E,R) .

DIMOSTRAZIONE. Si procede replicando la dimostrazione del teorema dato nella sot-
tosezione |A.5 dell’appendice.

Si consideri un ricoprimento buono $ = {U; };e; localmente finito di E; {t5~" (U;) }ies
e un ricoprimento buono di J1E. Si scelga su ogni aperto di quest’ultimo ricoprimento
una forma di Poincaré—Cartan 7; di Q. Per ogni 4, j € I tali che U;NU; # 0, in virtl della
proprieta della forma di Poincaré—Cartan data nel corollario si scelga una funzione
fij € C*(FE) potenziale della 1-forma chiusa 7; — 7; su E. La 2-cocatena c definito cosi:
per ogni 4,7,k € I tali che U; NU; N Uy, # 0 sia ¢;j; := fij + fjx — fir, ¢ chiuso. Si puod
agevolmente dimostrare, con le stesse tecniche del teorema dato in [A.5, che la classe
[c]jmq dipende solo dalla classe [Q]. QED

Si rammenti, ora, che l'inclusione di gruppi abeliani ¢ : Z —— IR determina un
morfismo di gruppi abeliani

i: H*(E,7Z) — H*(E,IR)
che non ¢ necessariamente un morfismo iniettivo, a causa della torsione [BoTu82]. Pertan-

to, non ¢ possibile identificare H?(E,Z) con la sua immagine i(H?(E,Z)) C H*(E, R).

Teorema 4.2.1 Le sequenti condizioni si equivalgono.
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1. Esiste una struttura quantistica (Q, ).

2. La forma chiusa 3 determina una classe di coomologia nel sottogruppo
[5-0] € i(H*(E.Z)) C H*(E, R)
DIMOSTRAZIONE. Sia 4 = {U;}ic; un ricoprimento buono localmente finito di E. Si

supponga valida la seconda condizione del teorema. Allora, si osserva che il morfismo
i: H*(E,Z) — H*(E, R) ¢ dato cosi:

i[d]) = li(a)]

ove i(c) ¢ la cocatena tale che, per ogni i, 7, k € I con U;NU;NU, # O sia (i(c))ijr = i(ciji)-
Pertanto, esistono funzioni f;;, fjk, fir come nel lemma precedente tali che (fi; + fir —
fix) € Z. Si ponga

;i U NU; — U(1) : © —— exp2mif;;

Si ha ¢;;c;, = ¢k, quindi resta definito una 1-cocatena chiusa su E, che da luogo ad una
classe di isomorfismi di fibrato complesso di linea hermitiano su E [Q] € L(E).
Inoltre, si ha
1 dCi]’.

I

! J f” 21 Cij
cosl, le 1-forme i7;®u danno una connessione quantistica globale.

Viceversa, se la prima condizione del teorema vale, usando (4.1.1) in ogni tubo 15(1)_1 (U;)
della banalizzazione al di sopra del ricoprimento buono si ha

YU=U'"+ir;,Q0mu

ove U" ¢ la connessione locale piatta indotta dalla banalizzazione. Quindi, le funzioni f;;
definite nella proposizione 4.1.1/danno luogo alle funzioni costanti f;; + f;z — fir con valori
in Z, e quindi ad una classe [c|img € i(H*(E,Z)). QED

4.3 Classificazione delle connessioni quantistiche

Questa sezione ¢ basata su risultati presentati in [Gar79], e adattati al caso relativistico
in [Vit96b).

Affinché possano esistere strutture quantistiche su di uno spazio—tempo galileiano,
deve essere soddisfatta la condizione di integralita di [m/h Q] del teorema precedente.
Pertanto, in questa sezione si introdurra un nuovo assioma in cui tale proprieta sara postu-
lata, e poi si studiera la struttura dell’insieme delle strutture quantistiche non equivalenti
che ¢ possibile costruire sullo spazio-tempo galileiano E (e quindi, strutture quantistiche
le cui connessioni quantistiche hanno la curvatura proporzionale alla 2—forma totale €2).
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Assioma E.5 Si assume che la 2—forma totale 2 soddisfi la seguente condizione di
integralita:

[%9] € i(H%(E,Z)) C HXE,R) . O

Si introducono, ora, le seguenti notazioni. Si denoti con QS l'insieme delle classi di
equivalenza di strutture quantistiche. Per il lemma [4.2.1] le classi di equivalenza di fibrati

quantistici compatibili con la 2—forma totale €2 sono date dalla controimmagine mediante
i: H*(E,Z) — H?*(E, IR) della classe [*Q)]. Si ponga OB =i '([%Q]) C H*(E,Z).

Proposizione 4.3.1 Linsieme OB dei fibrati quantistici compatibili con €2 ha una
struttura naturale di spazio affine associato al gruppo abeliano keri C H*(E,Z).

Si ha la proiezione naturale
pro, : QS — OB. (4.1)

Tale proiezione permette di ripartire QS nei sottoinsiemi delle strutture quantistiche che
hanno fibrati quantistici nella stessa classe di equivalenza in OB.

Lemma 4.3.1 Siano (Q,Y) e (Q,Y') due strutture quantistiche con lo stesso fibrato
quantistico Q. Allora la differenza 1’ — Y definisce una 1-forma chiusa

D:E—TFE
mediante [’equazione
2miDn =4 — Y .

DiMOSTRAZIONE. Il requisito di universalita e 1’espressione in coordinate di una con-
nessione quantistica implicano che D ¢ una 1-forma su E. Usando 'equazione R[Y] =
R[Y'], si vede che le proprieta algebriche della parentesi di Frolicher-Nijenhuis danno
[D, D] =dD = 0. QED

In particolare, si ha in coordinate

m

= %(a')\ - (l/\)d)\ .

Proposizione 4.3.2 Due strutture quantistiche (Q, ) e (Q', ") sono equivalenti se
e solo se valgono le sequenti condizioni:

1. I fibrati quantistici Q e Q' sono isomorfi;
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2. se f:Q —— Q' ¢ un isomorfismo di fibrati complessi hermitiani, la 1-forma D su
E (vedere il lemma precedente) definita da

2niDu =4 — f, 4

¢ del tipo D = —5~% per c: E — U(1) C C.

27 ¢

DIMOSTRAZIONE. La prima condizione e ovvia. Se vale la prima condizione, e se f :
Q — Q' ¢ un isomorfismo di fibrati complessi hermitiani, allora & possibile considerare la
struttura quantistica (Q', f.1), equivalente a (Q, 9) (si veda [KoNo63] per la definizione
di f.). Ora, il gruppo degli automorfismi di Q' che preservano la struttura hermitiana &
in biezione con il gruppo delle funzioni ¢ : E — U(1) C C.

Localmente, un automorfismo che rende equivalenti le due strutture quantistiche puo
essere visto come un cambiamento di coordinate, e quindi, dalla proposizione [4.1.1/si ha
la tesi. QED

Lemma 4.3.2 FEsiste un isomorfismo di gruppi abeliani

1 dc
HYE,Z) —> { ——|c: E—U(l)cCy, .
( ) { 2w ¢ | ( ) }
DiMOSTRAZIONE. Con un procedimento ¢ simile alla dimostrazione della condizione
di esistenza di strutture quantistiche si puo dimostrare che {—QLM% ’c E—U(1) C (C}
¢ isomorfo a i(H'(E,Z)). La tesi segue sfruttando 'operatore di Bockstein indotto dalla
successione esatta di fasci costanti

0 Z RZ22TU(1) — 0 (4.2)

per dimostrare che i : H'(E,Z) — H'(E, IR) ¢ un isomorfismo. QED

Mediante i due risultati precedenti, il seguente teorema ¢ immediato.

Teorema 4.3.1 Per ogni classe di equivalenza [Q] € QB linsieme delle classi di
equivalenza in pro, ' ([Q]) ha una struttura naturale di spazio affine associato al gruppo
abeliano

G :=H'(E,R)/H'(E,Z) .
Se [D] € G e [Q,Y] € pro, 1([Q)]), l'operazione di spazio affine ¢ definita da
Q. Y] - [D] :=[Q,Y + 2wiDu] .
In questo modo, ¢ stata individuata la struttura di ogni ‘fibra’ determinata dalla

proiezione naturale pro,. La struttura di QB ¢ gia stata studiata prima. Il passo finale di
questa sezione consiste nell’individuare la struttura dell’insieme QS.
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SI consideri la successione esatta (4.2). Passando alla coomologia, si ha la successione
esatta

0— G — HY(E,U(1)) -2~ keri — 0.

Lemma 4.3.3 Per ogni classe di equivalenza Q] € keri C H*(E,Z) l'insieme delle
classi di equivalenza in 6, 71([Q]) ha una struttura naturale di spazio affine associato al
gruppo abeliano

G := H(E,R)/H(E,Z) .

Pertanto, si ha una analogia tra la struttura di pro, : QS —— OB e la struttura di
61 : HY(E,U(1)) — keri.

Teorema 4.3.2 FEsiste una biezione
QS — H'(E,U(1))

che conserva le proiezioni pro, e 0.

DIMOSTRAZIONE. La biezione puo essere data costruendo due biezioni

QS — H'(E,R)/H'(E,Z) x keri ,
HY(E,R)/H"(E,Z) x keri — H'(E,U(1)) . QED

In particolare, si pud osservare che il gruppo abeliano H'(E,U(1)) coincide con il
gruppo Hom(m(E),U(1)). Pertanto, vale il seguente corollario.

Corollario 4.3.1 Se E ¢ semplicemente connessa, allora esiste un’unica classe di
equivalenza di strutture quantistiche in QS.

E molto utile applicare il macchinario teorico sin qui prodotto ad alcuni esempi pratici.

Esempio 4.3.1 (Soluzioni esatte newtoniane) Lo spazio—tempo newtoniano € topo-
logicamente banale, pertanto la classe di equivalenza della forma totale Q in H?(E, IR)
e la classe nulla. La condizione di integralita e soddisfatta, quindi la soluzione esatta
newtoniana e quantizzabile. Per il corollario esiste un’unica classe di equivalenza di
strutture quantistiche. ]

Esempio 4.3.2 (Soluzione esatta a simmetria sferica) Si consideri il fibrato quanti-
stico banale

E xC——F
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al di sopra dello spazio-tempo sfericamente simmetrico (capitolo[2). Scegliendo il poten-
ziale globale

a=—(Km)/r: L — T*"QL*QT"

della forma ®! = 20*Q)" & possibile costruire una connessione quantistica U su J; E' x C.
Quindi, la condizione di integralita e soddisfatta poiché e stata esibita una struttu-
ra quantistica. Per il corollario |4.3.1, esiste un’unica classe di equivalenza di strutture
quantistiche.

I1 risultato ¢ lo stesso di quello ottenuto in [Vit95a, Vit95b], ma con ipotesi molto piu
deboli. Infatti, in [Vit95a, Vit95b| sono state fatte ipotesi di simmetria sferica sul fibrato
quantistico e sulla connessione quantistica per ottenere il risultato, mentre qui non e stata
fatta alcuna ipotesi sulle strutture quantistiche: e stato sufficiente dimostrare 1’esistenza
di tali strutture, poiché, in virtu del teorema di classificazione 4.3.2] esiste una sola classe
di equivalenza di strutture quantistiche sullo spazio—tempo sfericamente simmetrico. [J

Gli esempi sin qui forniti gettano luce su molti aspetti che la teoria galileiana ha in
comune con la teoria einsteiniana. L’indagine sulle soluzioni esatte ¢ molto piu interes-
sante, da un punto di vista fisico, nel caso einsteiniano; ¢ anche verso questa direzione
che si concentreranno gli sforzi dell’autore.



CAPITOLO 5

CONNESSIONE QUANTISTICA IN
RELATIVITA GENERALE
EINSTEINIANA

La formulazione covariante della quantizzazione della meccanica classica di una par-
ticella puo essere sviluppata nel caso einsteiniano per analogia con il caso galileiano,
affrontato nel precedente capitolo. Questo problema e gia stato affrontato da alcuni auto-
ri, tra cui, ad esempio [Pru92, Pru93, Pru95|. La maggiore difficolta ¢ rappresentata dal
fatto che la definizione e la struttura dello spazio delle velocita nel caso einsteiniano sono
molto pitt complicate del caso galileiano.

In questo capitolo, facendo uso della teoria sviluppata nel capitolo [3, saranno svilup-
pate le strutture geometriche necessarie alla formulazione covariante della quantizzazione
della meccanica classica relativistica einsteiniana, e cioe il fibrato quantistico e la connes-
sione quantistica, seguendo la trattazione in [Vit96b]. Inoltre, ¢ presente uno studio delle
condizioni di esistenza e della classificazione di strutture quantistiche, secondo le linee di
[Gar79]. Infine, sono presenti alcuni esempi di rilevante interesse fisico [Vit96b].

5.1 Fibrato quantistico e connessione quantistica

Si assume una particella (m,q) € M x Q.

Definizione 5.1.1 Un fibrato di linea complesso Q —— M sullo spazio—tempo,
dotato di una metrica hermitiana h, e detto fibrato quantistico. ]

Le storie quantistiche sono rappresentate dalle sezioni quantistiche ¥ : M —— Q.

Una carta adattata su @ complessa e normalizzata sard denotata da (z° 2%, 2), e la
corrispondente base locale per le sezioni quantistiche sara indicata con b. Pertanto, una
sezione quantistica ha l’espressione in coordinate W = b.

Si denoti con

1:Q —VQ=QxQ:qr—(¢.q)
la forma di Liouville su Q.

117
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Definizione 5.1.2 Una connessione Y sul fibrato

Q' = UlMAxJQ—»UlM

con le seguenti proprieta:
1. Y e lineare hermitiana;

2. Y ¢ universale (appendice[A.7);

3. la curvatura di Y soddisfa I’equazione:

RY] = i2Qou:Q — AT'UM © Q',
h UM

e detta connessione quantistica. J

Una coppia (Q, Y1) & detta struttura quantistica. Due strutture quantistiche (Q,, Y1),
(@5, Ys) si dicono equivalenti se esiste un isomorfismo di fibrati di linea complessi Her-
mitiani f : Q; — Q, che mappa Y; in Y.

La prima equazione dei campi df2 = 0 ¢ l'identita di Bianchi per una connessione
quantistica Y.

Teorema 5.1.1 Per ogni aperto stellato U C M, scelta una banalizzazione dell’in-
torno tubolare di Q al di sopra di U, si ha

Y=Yy, + i%Tu(X)I/I

dove LI‘U ¢ la connessione piatta su Q" indotta sull’intorno tubolare dalla banalizzazione,
e Ty ¢ un potenziale di Q sull’intorno tubolare 7'~ (U) C U M.

DIMOSTRAZIONE. Infatti, 'espressione in coordinate di una connessione Y sul fibrato
Q' lincare hermitiana ¢

Y =d"®0) + d\@0d° +iUyd*@u +i90d,@n ,

e l'universalita ¢ espressa da 1Y = 0.
La curvatura di una connessione U su Q' lineare hermitiana universale ¢ espressa da

R[Y] = io\Y,d* A d"@u + idPY,dj A d"®@u ,

da cul ¢ evidente la tesi. QED

Localmente, un potenziale della 2-forma totale €2 e del tipo

= (LA UM —— (T'0L?)@T UM ,
mc
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ove A & un potenziale locale del campo elettromagnetico F e 7% & il potenziale naturale
globale della 2-forma gravitazionale Q. L’espressione in coordinate di una connessione
quantistica Y e, pertanto,

m

YU=d"®0 +d,®0 +i -

(ca (gox + giwé)d’\ + iA,\d’\) Qu ,
mc

dove A: M —— (T*@L*?®@MY?)®T*M & una particolare scelta (determinata da Y)
di un potenziale locale di F.

Osservazione 5.1.1 Sinoti che la 2-forma gravitazionale ha il potenziale globale 7,
pertanto, se F' = 0, esiste sempre una connessione quantistica. ]

Ora, si studia il comportamento della connessione quantistica Y rispetto ad un cam-
biamento di carta. Pertanto, siano U e U, due aperti stellati coordinati in M tali che
U,NU, # 0, e siano by e by le basi locali per le sezioni quantistiche indotte dalla scelta di
due banalizzazioni rispettivamente degli intorni tubolari di @ al di sopra di U e Us. Sup-
poniamo che il cambiamento di base sia espresso dalla funzione cq5, 0, equivalentemente,
dalla funzione fi5, nel modo che segue

b1 = Clgbg = exp(27rz’f12)bg s
ci2 U NUy —U(1) : x —— exp(2mifia) ,
f12:U10U2—>R.

In accordo con il precedente teorema, sia, nell’intersezione degli intorni tubolari,

Y = LI'i + i%ﬁ@m = LI; + ’i%ﬁ@m )

Proposizione 5.1.1 Si ha

U, = Y, — 2midf1, ®u
T — T3 + 27T’idf12 ®I/I

DIMOSTRAZIONE. La prima equazione viene dal cambiamento di coordinate di una
connessione lineare, e la seconda viene dall’identita che precede I'enunciato. QED

Osservazione 5.1.2 A questo punto, sono state introdotte le strutture geometriche
sullo spazio—tempo einsteiniano, in analogia alle strutture definite in precedenza sullo
spazio—tempo galileiano. Si puo proseguire cercando una lagrangiana quantistica, un’al-
gebra delle funzioni quantizzabili, un’algebra di operatori quantistici. Cio esula dagli scopi
del presente lavoro; in questa sede saranno solamente esaminate le condizioni di esistenza
e la classificazione delle strutture quantistiche nel caso einsteiniano. J
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5.2 Esistenza di connessioni quantistiche

In questa sezione sare data una condizione necessaria e sufficiente per ’esistenza di un
fibrato quantistico e una connessione quantistica. Il lavoro sara portato avanti in analogia
con il caso relativistico galileiano [Gar79, Kos70]; in particolare, tutti i risultati del caso
galileiano saranno recuperati nel caso einsteiniano.

Le nozioni di equivalenza per fibrati quantistici e connessioni quantistiche sono le stesse
del caso galileiano. In particolare, vale il risultato del lemmal4.2.1. Non ¢ vero, in generale,
che H*(J;(M,1), R) ¢ isomorfo a H?(M, IR), poiche le fibre di «* : J;(M,1) — M
sono diffeomorfe allo spazio proiettivo P?(IR), pertanto non & possibile realizzare M come
un retratto differenziabile delle fibre poiché la presenza di gruppi di coomologia non banali
puo essere un’ostruzione. Tuttavia, le fibre di UM —— M sono aperti nelle fibre di
nt Ji(M,1) — M diffeomorfi ad IR"; e comunque, la classe della 2-forma totale
dipende solamente dalla classe della 2—forma elettromagnetica F'.

Lemma 5.2.1 La classe di equivalenza [52Q)] € Hj, ppo (U1 M) della 2-forma totale
Q & contenuta nel sottospazio vettoriale

ng Rham(M) - Hc2le Rham(UlM) )
ed ¢ uguale alla classe [{LF] € H3, ppom(M).

DIMOSTRAZIONE. Dal fatto che [%Q] = [2dr? + LF]| = [LF]. QED

Mediante Iisomorfismo dato nella sottosezione A.5 dell’appendice, ad una classe [:L F| €
HE, Rpam (M) corrisponde un’unica classe [c]iep € H?(M,IR). Pertanto, & possibile
dimostrare il risultato principale, in analogia con quanto fatto per il caso galileiano.

Teorema 5.2.1 Le sequenti condizioni si equivalgono.

1. Esiste una struttura quantistica (Q, ).

2. La forma chiusa F determina una classe di coomologia nel sottogruppo

[%F] € i(HX(M,Z)) C HX (M, R)

DIMOSTRAZIONE. Sia $ = {U, };e; un ricoprimento buono localmente finito di M. Si
supponga valida la seconda condizione del teorema. Allora, procedendo come nel teorema
analogo del caso galileiano, per ogni ¢ € I si possono scegliere potenziali A; di F' deiniti
su U, per ogni i, j € I con U; N U; # () si possono scegliere potenziali fi; di L (A; — Aj)
su U; NU; tali che per ogni ¢, 7,k € I con U; NU; N Uy # 0 si ha (fi; + fix — fix) € Z. Si
ponga

¢ U,NU; — U(1) :  —— exp2mif;;

Si ha ¢ = ik, quindi resta definito una 1-cocatena chiusa su M, che da luogo ad una
classe di isomorfismi di fibrato complesso di linea hermitiano su M [Q] € L(M).
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Inoltre, si ha

1 dCi]’ .

I

q
poldi— Ay =dfy; =

211 Cij
cosi, le 1-forme i(7% + L A;)@u danno una connessione quantistica globale.

Viceversa, se la prima condizione del teorema vale, usando (4.1.1) in ogni tubo 7~ (U;)
della banalizzazione di Uy M al di sopra del ricoprimento buono si ha

., m q
U =Y'4i(—7%+ —A,
+i( P B )@u
ove Y" ¢ la connessione locale piatta indotta dalla banalizzazione. Quindi, le funzioni f;;
definite nella proposizione danno luogo alle funzioni costanti f;; + f;x — fir con valori
in Z, e quindi ad una classe [c]| ¢ p) € i(H*(E,Z)). QED

5.3 Classificazione delle connessioni quantistiche

Anche nel caso einsteiniano, si assume che la condizione di esistenza di strutture
quantistiche sia soddisfatta.

Assioma E.6 Si assume che la 2-forma elettromagnetica F' soddisfi la seguente con-
dizione di integralita:
[%F] € i(HAM,Z)) C HX(M,R) . O
Si denoti con QS l'insieme delle classi di equivalenza di strutture quantistiche, e con
OB l'insieme delle classi di equivalenza di fibrati quantistici compatibili con €2. Anche in
questo caso si ha la proiezione naturale

pro, : 9§ — OB

I risultati sulla struttura di QS e OB sono gli stessi che sono stati ricavati nel caso
galileiano. Per questo, verranno riassunti nel seguente teorema, rimandando al capitolo 4
per la dimostrazione.

Teorema 5.3.1 L’insieme QB dei fibrati quantistici compatibili con F' ha una strut-
tura naturale di spazio affine associato al gruppo abeliano keri C H*(M, 7).

Per ogni classe di equivalenza [Q] € QB linsieme delle classi di equivalenza in
pro, *([Q]) ha una struttura naturale di spazio affine associato al gruppo abeliano

G:=H'(M,R)/H' (M,Z) .
FEsiste una biezione

QS —— H'(M,U(1))
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che conserva le proiezioni pro, e 6y : H'(M,U(1)) — keri.
Come per il caso galileiano, vale il seguente corollario.

Corollario 5.3.1 Se M ¢ semplicemente connessa, allora esiste un’unica classe di
equivalenza di strutture quantistiche in QS.

Da un punto di vista fisico, & di notevole interesse lo studio di situazioni concrete.

Esempio 5.3.1 (Spazio—tempo di Minkowski, [SaWu76]) Lo spazio—tempo di Min-
kowski ¢ topologicamente banale, pertanto la classe di equivalenza di F' in H*(M, IR)
e la classe nulla. La condizione di integralita e soddisfatta, quindi la soluzione esatta di
Minkowski quantizzabile. Per il corollario [5.3.1, esiste un’unica classe di equivalenza di
strutture quantistiche. J

Esempio 5.3.2 (Spazio—tempo di Schwartzschild) Lo spazio-tempo di Schwartzschild
ha la topologia di IR x (IR?*\ {0}) [SaWu76], pertanto ¢ semplicemente connesso. Siccome
F =0, la condizione di integralita e soddisfatta, e per il corollario [5.3.1, esiste un’unica
classe di equivalenza di strutture quantistiche, e cioe la classe determinata dal fibrato
banale e dalla connesione quantistica costruita con la connessione piatta naturale e con
.

Si noti che, se lo spazio-tempo di Schwartzschild non fosse semplicemente connesso,
anche essendo F' = 0 potrebbero esistere strutture quantistiche non equivalenti. d

Esempio 5.3.3 (Monopolo di Dirac) 11 monopolo di Dirac ¢ un particolare tipo di
campo elettromagnetico F' costruito a partire dallo spazio—tempo di Minkowski M. Si
consideri un moto inerziale s C M, cioe un sottospazio affine di dimensione 1 di tipo tem-
po, positivamente orientato. Tale moto induce un osservatore globale 0 : M —— UM
mediante la somma in M, e quindi una decomposizione

M =M\ {s} — T x P :=Tx (P\{0}

ove P’ ¢ lo spazio delle configurazioni osservate da o, privato della configurazione corri-
spondente a s.

Seguendo il procedimento di [G6Sc87], si costruisce una famiglia di 2—forme elettro-
magnetiche (chiuse) globali

q

2
—F,: P ——~ NT*P,
he

parametrizzata da m € Z, per la quale il campo elettrico si annulli identicamente. Si noti
che F,,, sono anche chiuse rispetto al codifferenziale, quindi soddisfano anche le equazioni
di Maxwell non omogenee in assenza di materia.

Le 2-forme F;,, soddisfano la condizione di integralita per costruzione; ¢ possibile, per-
tanto, costruire un fibrato quantistico, associato al fibrato principale costruito in [G6Sc87],
ed una connessione quantistica.
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Essendo lo spazio-tempo topologicamente equivalente a IR x (IR*\ {0}), per il corol-
lario (5.3.1] si deduce che per ogni m € Z esiste un’unica classe di strutture quantistiche
equivalenti compatibili con F,,.

E interessante notare che, se m,n € Z e m # n, allora i fibrati quantistici costruiti in
corrispondenza di F,,, e F,, non sono isomorfi. Inoltre, ¢ molto importante notare il fatto
che il parametro intero non puo essere interpretato come una massa, poiché la massa
non compare nella costante di normalizzazione L, necessaria per valutare la condizione
di integralita. O

Questo capitolo apre la strada ad un’analisi approfondita della classificazione di strut-
ture quantistiche nelle soluzioni esatte in relativita einsteiniana. Questo ¢ uno dei settori
di indagine attuali dell’autore.



APPENDICE

A.1 Spazi di unita di misura

Le teorie relativistiche devono essere formulate in modo esplicitamente invariante ri-
spetto alla scelta delle unita di misura. In questa sezione vengono introdotti gli spazi che
forniranno il modo di realizzare geometricamente tale invarianza.

Unita di misura omogenee possono essere sommate e moltiplicate per numeri reali;
tuttavia, in qualche caso non esiste un’unita nulla, ed e possibile moltiplicare solo per
numeri reali. Questo fatto porta a descrivere uno spazio di unita omogenee come uno
spazio vettoriale di dimensione 1 o come la meta positivamente orientata di uno spazio
vettoriale di dimensione 1 orientato. I campi tensoriali sullo spazio-tempo possono avere
dimensioni fisiche; quindi deve essere necessario poter moltiplicare gli spazi di unita con gli
spazi vettoriali prodotti dallo spazio—tempo. Queste considerazioni ispireranno le seguenti
definizioni.

Si ricordi che IR ¢ un semi-anello, cio¢ un semigruppo abeliano additivo rispetto
all’addizione e un gruppo rispetto alla moltiplicazione.

Definizione A.1.1 Una terna (S, +, ), ove
+:SxS—S :IR"xS—S§,
sono tali che (S,4) ¢ un semi-gruppo abeliano e Yu,v,w € S, Vr,s € IR,

(rs) u=r (su) lu=u

(r+s) u=ru+su r(u+v)=ru+rv,
e detta semi—spazio vettoriale. O

Si noti che un elemento neutro per la somma 0 € U puo non esistere, e che ogni spazio
vettoriale & anche un semi-spazio vettoriale.

Un semi-spazio vettoriale ¢ detto positivo se la moltiplicazione non puo essere estesa
né a R U {0} né a IR. Ad esempio, dato uno spazio vettoriale V, una base (e;) da il
semi—-spazio vettoriale positivo

IP’::{Z rie; e R} .

124



A.1. Spazi di unita di misura 125

Molti concetti e risultati di algebra lineare e multilineare standard possono essere
ripetuti per i semi-spazi vettoriali (mappe lineari e multilineari, basi, dimensione, prodotti
tensoriali e dualita). Si puo considerare il prodotto tensoriale (su IR*) di un semi-spazio
vettoriale S con uno spazio vettoriale V (che € visto come un semi-spazio vettoriale su

R™)
SV
Questo prodotto tensoriale ha la struttura naturale di spazio vettoriale data da

0=1®0 € SRV — (reu) =re(—v)
O(r@u) =0 (—s)(reu) = s(ro(—u)) .

Definizione A.1.2 Un semi-spazio vettoriale ¢ detto di dimensione 1 se ¢ generato
da un elemento non nullo su R* o su R U {0} o su R. O

Un semi-spazio vettoriale di dimensione 1 e detto positivo se € generato da un elemento
non nullo su IR*. Uno spazio vettoriale di dimensione 1 ¢ un semi-spazio vettoriale di
dimensione 1.

Osservazione A.1.1 Si consideri uno spazio vettoriale orientato U di dimensione 1
e il sotto semi—spazio vettoriale di dimensione 1 positivo Ut C U; se V' & un altro spazio
vettoriale si ottiene

UtV =0V .
Come caso particolare si ottiene
Ut@R=UxR. O

Se P e un semi-spazio vettoriale di dimensione 1 positivo, allora si ha 1'isomorfismo
naturale

PP~ R" : a®v — a(v) .

Sia P un semi-spazio vettoriale di dimensione 1 positivo e n € N. Allora una radice
n-esima di P ¢, per definizione, un semi-spazio vettoriale di dimensione 1 positivo P%/*
insieme ad una mappa

P PY" .y — o

e un isomorfismo IRT-lineare

QPF — P,
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tale che la mappa indotta
P— [[P— H]}D% . @PF — P

sia l'identita di P. Si puo facilmente vedere che, per ogni r € IR™ e v € P,

(TU)% =t/ (U)% )

. N . N . . .
Inoltre, si puo vedere facilmente che, se P/ & un’altra radice n—esima di P, allora
N . . . / . .
¢’¢ un unico isomorfismo IR*-lineare P'/» —— PY/™ che rende il seguente diagramma
commutativo

(}%]P)l/n . (}%Pl/n/

id

P P

Mediante un generatore di P si puo provare facilmente che esistono radici n—esime.
Siano m,n € N. Il semi-spazio vettoriale di dimensione 1 positivo

m
n

P — @Px

¢ detto potenza m/n-esima di P. Si noti che PV = [R™.

Per scrivere le formule in modo che assomiglino alla letteratura standard si adotta la
notazione seguente. Se P e P’ sono due semi-spazi vettoriali di dimensione 1 positivi e
u € P,v € P, allora si scrive

UV = URU ;
lo spazio IP* e denotato anche da
P =P,
e si pone
1/ueP!
ove 1/u ¢ elemento dual di u € P, cio¢ 'unico 1/u € P~! tale che

(L/u, u)y =1.

Un semi-spazio vettoriale di dimensione 1 positivo P ha una struttura di varieta
diffeomorfa a IR, con spazio tangente

TP ~P x (PRIR).
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A.2 Prodotto simmetrico di endomorfismi

Sia V' uno spazio vettoriale tale che dim V' = n. Si rammenti che il prodotto scatola
(si veda [Gre78]) di due endomorfismi a,b: V' —— V ¢, per definizione, la mappa lineare

ab: AV —— /2\V:v/\w|—>a(v)/\b(w)—|—b(v)/\a(w).

Il prodotto scatola e un’operazione binaria bilineare simmetrica sullo spazio vettoriale
degli endomorfismi di V', e si estende ad una operazione multilineare simmetrica, cioe ¢
possibile definire il prodotto scatola di k endomorfismi di V. In particolare, si ha

OFac0 s - NV —— "Ry

(O IVANAN ) ST A S

Y lolalvem) A alvo) Ab(Vogeen) A Ab(Uotrin)

UESk+h

dove Siip ¢ l'insieme di tutte le permutazioni k + h. Inoltre, si ha O0%a = AFa, cosi il
prodotto scatola estende il k—esimo prodotto esterno di un endomorfismo [GreT78§].

Un’interessante caratteristica del prodotto scatola e la seguente. Si supponga che V' =
Wi & Wy, con pp : V——Wj e py : V—— W, le relative proiezioni. Allora, si ha la
decomposizione

AV = @ AW AAW; (A.1)

k+h=m

k h k
ove AW A AWs e il sottospazio di 7/\nV generato dai prodotti esterni di elementi di AW,
h
e AWj. Le proiezioni py, relative alla precedente decomposizione sono le mappe
1 & h m k h
Pe.n = WD pﬂ:]D P2 AV —— /\W1 /\/\WQ .

A.3 Fasci e coomologia

Questa sezione e dedicata allo sviluppo del materiale di base della teoria dei fasci, allo
scopo di introdurre la teoria della coomologia dei fasci. Il materiale e tratto in larga parte
da [Wel80], a meno che non sia specificato diversamente. Altri testi su questo soggetto sono
[Bre67], [GuRo65]. I1 materiale sulla coomologia di de Rham ¢ stato tratto da [BoTu82].

In questa sezione, X denota uno spazio topologico, e 7 denota la topologia su X.

A.3.a Fasci

o« o . . . . . . . . . . !/
Definizione A.3.1 Sia &’ una classe i cui elementi siano insiemi, e si denoti con &'¢
la classe delle funzioni fra elementi di S’.
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La terna S := (8, 8", r), ove
1. 8" ¢unamappa 8" : 7 —— S : U —— S"y;
2. reunamappar:7 x 17— S (U, V) —> 1 : 8"y —— S"y tale che

e VU cT rg = idy;
e VU VWer (UDVOIWs=rl =ryory;

e detta prefascio S su X. O

Si noti che, per abuso di notazione, lo stesso simbolo § sara usato per denotare la
classe &’ e la mappa S”.

Siano S e 7 due prefasci su X. Allora, un morfismo f : S —— 7 di prefasci e, per
definizione, una mappa f : 7 —— T° : U — fy : Sy — Ty (ove TS ¢ la classe delle
funzioni da insiemi in S a insiemi in 7°) che commuta con le restrizioni in modo ovvio. Il
prefascio S ¢ un sottoprefascio di 7 se ¢’¢ un morfismo i : S —— 7 tale che le mappe
iy sono inclusioni.

Definizione A.3.2 Sia S un prefascio. Allora, S ¢ detto fascio su X se per ogni
famiglia di aperti {U; }ie; di X con U := U;e; Uy, si ha

1. ses,t € Syery(s)=rg(t) per ognii € I, allora s = t;
2. se, per ogni ¢ € I allora s; € Sy,, e se per ogni 7, j € I allora

) U
ngmUj(Si) = TUZOUJ-(‘Sj) )

allora esiste s € Sy tale che per ogni ¢ € I si ha rgi = 5. O

Si noti che non tutti i prefasci sono anche fasci. In particolare, si puo fascilmente
vedere che il prefascio delle funsioni limitate olomorfe su C non e un fascio per il teorema
di Liouville. La proprieta che caratterizza i fasci e violata poiché questo prefascio e stato
definito per mezzo di una proprieta globale. Ma i prefasci di interesse in questo lavoro
sono definiti localmente, ad esempio richiedendo la continuita o la differenziabilita; in
generale, tali prefasci sono anche fasci.

I concetti di morfismo di fasci e di sottofascio possono essere introdotti in modo ovvio.
Ora si vuole introdurre il concetto di sezione di un fascio. Nei casi concreti, verranno
trattati solo sottofasci di fasci di sezioni di un fibrato vettoriale; ma non e possibile
introdurre il concetto di sezione partendo dalla sola definizione di fascio. Cosi, dato un
fascio S, si introdurra un nuovo fascio S fatto di sezioni di un certo tipo di fibrazione
topologica, e che e isomorfo a S.

Sia Y uno spazio topologico; Y e detto spazio étalé se esiste una mappa continua
suriettiva m : ¥ —— X che & un omeomorfismo locale. Ogni spazio étalé da luogo al
fascio delle sezioni continue. Sia z € X; I'insieme

S, = lim Sy

I

Usx
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e detto insieme dei germi delle sezioni di S in x.

Posto S := Uyex Sy, si ha una mappa naturale suriettiva 7 : S —— X. L’insieme
S pud essere dotato della topologia meno fine che rende 7 continua. Pertanto, = € uno
spazio étalé il cui fascio delle sezioni continue ¢ naturlmente isomorfo a S [Wel80].

Osservazione A.3.1 Anche se S ¢ un prefascio ¢ possibile definire il fascio S, ma si
ha solamente un morfismo di prefasci iniettivo fra S e S. ]

Osservazione A.3.2 Si noti che, quando S ¢ il fascio delle sezioni di una varieta
fibrata p : Y —— X allora si puo identificare S con Y (una volta dotato Y della
topologia meno fine che rende le sezioni continue), e 7w con p. O

Definizione A.3.3 Un fascio S = (§',8”,r) ¢ detto fascio strutturato se S’ & una
categoria, la quale e detta categoria strutturante, e la mappa r ¢ a valori nei morfismi di
S’ ]

L’insieme dei fasci con una stessa categoria strutturante forma una categoria, in cui i
morfismi sono i morfismi di fasci le cui mappe soggiacenti sono morfismi nella categoria
strutturante.

Data una categoria S’ per ogni aperto U C X c¢’¢ un funtore naturale dalla categoria
dei fasci strutturati con categoria strutturante S’ alla categoria strutturante S’, cche
e dato da A —— Ay. 1l funtore indotto nel caso particolare U = X e detto funtore
delle sezioni globali. Si noti che non tutte le categorie strutturanti sono conservate nel
passaggio al limite diretto; se S & un fascio strutturato, allora S potrebbe non essere un
fascio strutturato.

D’ora in poi, saranno considerati solamente fasci strutturati S = (S’, §”, r) su X in
cui &’ ¢ la categoria dei gruppi abeliani. In tal caso, anche gli insiemi S,, conz € X,
hanno struttura di gruppi abeliani.

Sia G un gruppo abeliano, G’ := G, e G” : 7 —— G’ sia la mappa costante. Il fascio
G = (G',G",r) & detto fascio costante G su X. Dato un fascio S, e un sottofascio 7
di 8, & possibile definire un nuovo fascio §/7 in modo ovvio. Tale fascio ¢ detto fascio
quoziente di S e 7.

Il seguente teorema fornisce un criterio su come decidere se un fascio ¢ il fascio delle
sezioni di un fibrato vettoriale.

Teorema A.3.1 Sia X una varieta (reale o complessa). Allora, ¢’é¢ una corrispon-
denza biettiva tra classi di isomorfismi di fibrati vettoriali (reali o complessi) e classi di
isomorfismo di fasci localmente liberi di modules (reali o complessi) sul fascio di anelli
delle funzioni (reali o complesse) su X.

Definizione A.3.4 Sia X uno spazio paracompatto di Hausdorff, e § sia un fascio
su X. Allora

1. S & detto soffice se, per ogni chiuso C' C X, ogni sezione di 7 : S —— X definita
su C' puo essere estesa ad una sezione globale;
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2. § e detto fine se per ogni ricoprimento aperto localmente finito
{Ui}ier di X esiste una famiglia di morfismi di fasci {n; };c; tale che

b Zie[ n: = idSa
e 7;(Sy) =0 per V un aperto in X \ U;. O

Corollario A.3.1 [ fasci fini sono soffici.

Osservazione A.3.3 I fasci costanti non nulli non sono fini né soffici. Infatti, le
sezioni continue dei fasci costanti sono le sezioni costanti sulle componenti connesse di
X, e la sezione s : a,b —— G tale che s(a) # s(b) e a,b € X giacciono nella stessa
componente di X non puo essere estesa ad una sezione continua. d

Osservazione A.3.4 Nella precedente definizione e stato supposto X di Hausdorff e
paracompatto. Questo non e necessario per la definizione, ma e necessario quando si prova
la maggior parte dei risultati, come quello dell’osservazione precedente. Quindi, d’ora in
poi X denotera uno spazio paracompatto e di Hausdorff. O

A.3.b Risoluzioni

Definizione A.3.5 Siano A, B, C tre fasci. Allora una successione di morfismi
A— B—C
e detta esatta ise la successione di morfismi di gruppi abeliani
A, — B, — C,
¢ esatta per ogni z € X. O

In generale, se una successione di fasci A —— B —— C ¢ esatta, allora la successione
di gruppi abeliani Ay Bx Cx indotta dal funtore delle sezioni globali non ¢
esatta. Tuttavia, vale il seguente risultato.

Teorema A.3.2 Se la successione esatta corta

0 A B C 0

e esatta e A ¢é soffice, allora la successione corta indotta

O AX BX CXC O

¢ esatta.
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Corollario A.3.2 Se la successione esatta corta di fasci

0 A B C 0

¢ esatta e A, B sono soffici, allora C ¢é soffice.

Corollario A.3.3 Sia O SO St ... una successione esatta di fasci
soffici. Allora la successione indotta O - S% - S% ... ¢ esatta.

Una famiglia numerabile di fasci F* := {F'};cy ¢ detta fascio gradato. Una risoluzione
di un fascio § € una successione esatta di fasci della forma

0 S F F! F"

denotata anche da 0 —— & —— F*. Un morfismo fra le risoluzioni 0 — & —— F* e
0 — 7 —— G* ¢ un morfismo S —— 7 e un insieme di morfismi F* —— G’ per ogni
1 € N tali che il seguente diagramma commuta

0 ) F*

0 -7 - G*

Teorema A.3.3 Sia S un fascio. Allora, esiste un fascio naturale gradato C*(S) e
una risoluzione naturale 0 — & —— C*(S) associati a S.

DIMOSTRAZIONE. Per ogni aperto U C X, si pone
CO'(S)y = {f : U — S|fsezione dir} .

Cio induce un fascio C°(S) che ¢ detto fascio delle sezioni discontinue di S. Si ponga,
per induzione,

FS) =8, FUS):=CUS)/S, CHS)=CUFYS)),
FUS) :==CHS)/FLS) .

Si hanno le successioni esatte corte
0 — FY(S) — C(S) — F"(S8) — 0
che inducono la successione esatta
00— S —CS) —C(S) — ...

Si puo provare facilmente che C*(8S) & un fascio soffice per ogni i € N. QED
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A.3.c Teorie coomologiche: una breve introduzione

La risoluzione naturale associata ad un fascio & induce una successione di gruppi
abeliani

0—— Sx — CS)x — CY(S)x — ...

in cui la composizione di due mappe consecutive ¢ la mappa nulla. Tuttavia, in generale
questa successione non e esatta. Si rammenti che una tale successione e detta complesso
di cocatene. Si pone

a _ ker(C1(S)x — CT(S)x)
H (X,S) = im(cq_l(S)X N CQ(S)X)

per ogni ¢ € N, con C71(8)x := 0.

Definizione A.3.6 Il gruppo abeliano H9(X,S) & detto gruppo di coomologia di di
X di grado ¢ con coefficienti in S. d

Si ponga H*(X,8) := ®ien HY(X, S). I gruppo abeliano H*(X,S) ¢ detto coomologia
di X a valori in S.

E chiaro che HY(X,8) = Sx. Il fascio S & detto aciclico se HI(X,S) = 0 per ¢ € N,
q > 0. Se S ¢ soffice, allora S ¢ aciclico (corollario |A.3.3).

La coomologia soddisfa tre proprieta fondamentali.

Teorema A.3.4 Sia X uno spazio paracompatto di Hausdorff. Allora

1. per ogni fascio di gruppi abeliani S su X si ha H(X,8) = Sx ¢, se S ¢ soffice,
allora H1(X,S) =0 perq e N, ¢ > 0;

2. per ogni ¢ € N, H? é un funtore covarinte dalla categoria dei fasci alla categoria
dei gruppi abeliani, e H° coincide col funtore delle sezioni globali;

3. per ogni successione esatta corta di fasci

0 A B C 0

esiste un morfismo di gruppi
§: H1(X,C) — H" (X, A)
per ogni q € N, che e detto operatore di Bockstein, che soddisfa le sequenti proprieta:

e [a successione indotta
L HU(X, A) — HY(X,B) — HY(X,C) 2 H(X, A) —— ...

¢ esatta,
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e un diagramma commutativo

0 A B C 0

0 A’ B c’ 0

duce un diagramma commutativo

a1

e HI(X, A) — HY(X,B) — HI(X,C) " H™(X, A) —— ..

L HI(X, A — HY(X,B') — HY(X,C) % B (XA ——

Tali proprieta potrebbero essere prese come assiomi per una teoria coomologica di uno
spazio paracompatto di Hausdorff X con coefficienti in un fascio S. Esiste una teoria
coomologica: si e visto come essa nasca in modo naturale. Si puo provare che tale teoria
¢ unica [GuRo65].

Il seguente teorema puo essere usato per calcolare la coomologia in casi concre-
ti. Si noti che una risoluzione O - S » F* induce un complesso di cocatene
@) - Sx - F% per mezzo del funtore delle sezioni globali. Quindi, si possono
definire i gruppi derivati

) o Ker(FY — F)
BT S

per ogni ¢ € N, con F)}l = Sx.

Teorema A.3.5 (Teorema di de Rham astratto). Sia O —— & — F* una risolu-
zione di S. Allora, esiste un morfismo naturale

HY(Fy) — HY(X,S) .
Se i fasci di F* sono aciclici, allora il precedente morfismo é un isomorfismo.

Il teorema precedente permette di calcolare la coomologia di una varieta M a coeffi-
*

cienti nel fascio costante IR. Infatti, si ha la risoluzione di de Rham 0 —— IR —— A, in

cui ogni fascio di A ¢ fine (vedere le prossime sottosezioni). Quindi, la coomologia di IR ¢
isomorfa alla coomologia di de Rham di M.
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Inoltre, € molto facile vedere che un morfismo di risoluzioni

0 - S F*

0 - T - G*

in cui la mappa & —— 7 & un isomorfismo da un isomorfismo naturale
HI(Fy) — HY(9%) .

Quindi, si possono ottenere facilmente isomorfismi naturali fra la coomologia di de
Rham, la coomologia singolare e la coomologia simpliciale.

A.3.d Coomologia di Cech

Come sopra, X denota uno spazio paracompatto di Hausdorff, e S un fascio di gruppi
abeliani su X.
Sia 4 := {U; }ies, con I un insieme, un ricoprimento aperto di X. Si definisce

1. un g-simplesso come un insieme ordinato (Uj,, ..., U;,) di ¢+ 1 insiemi di 4 tali che
No<j<qUs, 7 ; si denota con Cy(4) I'insieme dei g-simplessi;

2. il supporto di un g-simplesso o := (Uj,,...,U;,) come I'aperto
o] := No<j<q Uiy

3. una g—cocatena a coefficienti in S come una mappa
[:CM) — S:0—— f(0) €S ;

si denota con C9(4, S) l'insieme delle g—cocatene a coefficienti in S;

4. Voperatore di cobordo d : C(4,S) Cr (4 S) come la seguente mappa: per
o= Ug,...,Uy,,) e [feCIuS), si ponga

g = (Ui07'"7Uij—17Uij+17"‘Uiq+l) s 0 S] S q+ 1 y
e
g+1 A
Af(0) == 3 (~1)nl% (o)
7=0

(r & la mappa restrizione di S).
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Per ogni ¢ € N1'insieme C?(4, S) puo essere dotato di una struttura di gruppo abeliano
in modo naturale. E piuttosto semplice verificare che d € un morfismo di gruppi, e che
d? = 0. Quindi si ha il complesso di cocatene

COLL, S) — CL 8, S) — C2(8,S) — ...

Definizione A.3.7 1 gruppi derivati H*(4, S) del precedente complesso di cocatene
sono detti coomologia di Cech del ricoprimento U a coefficienti in S. O

La precedente coomologia ¢ un oggetto puramente combinatorio, e dipende dalla scelta
di un ricoprimento 4. Il prossimo passo e definire una teoria coomologica che dipenda
solamente da X.

Siano U := {U;}ier, U := {V;}jes (con I, J due insiemi) due ricoprimenti di X. Allora,
si dice che U ¢ un raffinamento di U se esiste una mappa f : J —— I tale che V; C Uy(;).
Per ogni ¢ € N questa mappa induce una mappa

f~: Cq(ﬂ, S) - Cq(ma S)

che si dimostra essere un morfismo di complessi di cocatene, cioe f commuta con d.
Inoltre, per ogni coppia di mappe di raffinamento f,g : J —— I esiste una mappa

K :C1(U,8) — C171(1,S) per ogni q € N tale che
f—g=dK + Kd .
Cio prova la seguente proposizione.

Proposizione A.3.1 Siano U, U due ricoprimenti di X tali che U sia un raffina-
mento di U. Allora, esiste un morfismo di gruppi

H*(U,S) — H*(1,S) .
Definizione A.3.8 Il limite diretto

H*(X,S) = thxn H* (WU, S)
& detto coomologia di Cech di X a coefficienti in S. ]

Osservazione A.3.5 Il precedente limite diretto ¢ il quoziente dello spazio x H* (4, S)
1t

per mezzo della seguente relazione di equivalenza: due elementi a € H*(U4,S) e b €
H*(%0,S) sono equivalenti se esiste un raffinamento 20 di 4 e U tale che, sotto I'azione
del morfismo della precedente proposizione, essi inducono lo stesso elemento in H*(20,S).

]
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Osservazione A.3.6 Si pud provare che la coomologia di Cech H*(X, S) soddisfa
le proprieta del teorema [A.3.4, e quindi ¢ isomorfa alla coomologia naturale di X a
coefficienti in S. Questa ¢ la ragione per cui e stato usato lo stesso simbolo per entrambe.
Tuttavia, ¢ importante notare che la coomologia di Cech, a differenza della coomologia
naturale, non nasce come coomologia di un complesso di cocatene. d

La parte finale della sottosezione e dedicata ad alcuni risultati fondamentali ai fini
del calcolo della coomologia di Cech di spazi concreti, come, ad esempio, le varieta diffe-
renziabili. Il seguente teorema ¢ di fondamentale importanza per il calcolo di coomologie
di spazi concreti, come le varieta differenziabili. La sua dimostrazione si puo trovare in
[GuRo065]. E possibile arrivare anche a conseguenze analoghe mediante la teoria delle
successioni spettrali [BoTu82], ma cio non sara necessario per questo lavoro.

Teorema A.3.6 (Teorema di Leray). Sia 4 un ricoprimento di X tale che
H (|, Slj) =0
per ogni o € Cy (M) e per ogni q € N. Allora, per ogni q € N esiste un isomorfismo
HY(X,S)~ HY,S) .

Una interessante conseguenza di questo risultato e la seguente. Se il e U sono due
ricoprimenti di X con le proprieta del precedente teorema, e U ¢ un raffinamento di i,
allora il morfismo di gruppi

H*(Y4,S) — H*(3,S) .

indotto dal raffinamento € un isomorfismo.
L’importanza del teorema di Leray emerge chiaramente dalla prossima proposizione.

Proposizione A.3.2 Sia X una varieta, e sia 3 := {U;}ier un ricoprimento di X .
Allora, esiste un raffinamento 0 := {V;};e; tale che ogni intersezione di un numero finito
di aperti del raffinamento é diffeomorfa a IR™.

DIMOSTRAZIONE. Infatti, esiste un raffinamento U := {V;};c; formato da aperti for-
temente convessi rispetto alla connesione di Levi—Civita di una metrica riemanniana; tali
insiemi sono diffeomorfi a IR" [KoNo63]. QED

Si noti che il raffinamento della precedente proposizione nuo non essere formato da un
numero finito di aperti, anche se ogni ricoprimento di una varieta ammette un raffinamento
che costituisce un atlante finito della varieta stessa [GHVT72].

I ricoprimenti della precedente proposizione sono detti ricoprimenti buoni.
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A.4 Coomologia di de Rham

k
In questa sezione, M denota una varieta di dimensione m, e A denota il fascio delle
k—forme su M.
Si ha la seguente risoluzione del fascio costante IR

1

0 m
0 R A—dopA—d, 4N _d. 0

k
in cui i fasci A sono fini (sono i fasci delle sezioni di fibrati vettoriali). Il funtore delle

sezioni globali induce il complesso di cocatene

*

0 Ry Ay

Definizione A.4.1 I gruppi derivati Hjz (M) del precedente complesso di cocatene
si dicono coomologia di de Rham della varieta M. O

Osservazione A.4.1 In questo caso, i gruppi derivati Hjz (M) possono essere dotati

k
di una struttura di spazi vettoriali, poiché A sono fasci di spazi vettoriali. ]

Osservazione A.4.2 Per il teorema astratto di de Rham, si ha un isomorfismo
naturale

Hi, (M)~ HY(M, R)

per ogni ¢ € N. Ma spesso ¢ pilt semplice studiare le proprieta di H; (M) piuttosto che
le proprieta di H9(M, IR). ]

Corollario A.4.1 Sia 3 un ricoprimento buono di M. Allora, per ogni ¢ € N si ha
I’isomorfismo

H (M) ~ HY(M, R)HI(8l, IR) .

DiMOSTRAZIONE. Infatti, se U e un aperto di i, allora si ha
HYU,R) ~ Hi;(U) ~ {0}

ove il primo isomorfismo & dovuto al teorema astratto di de Rham, e il secondo isomorfismo
si deve al lemma di Poincaré. Pertanto, il ricoprimento 44 soddisfa le ipotesi del teorema
di Leray. QED

Ora, si studiano alcune proprieta fondamentali della coomologia di de Rham.

Proposizione A.4.1 Se M ammette un ricoprimento buono formato da un numero
finito di aperti, allora la coomologia H (M) é uno spazio vettoriale di dimensione finita.
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DiMOSTRAZIONE. Viene dal lemma di Poincaré, dalla successione di Mayer—Vietoris,
che fornisce informazioni sulla coomologia ddell'unione di due aperti in M, e dal prece-

dente corollario.
QED

Si rammenti che, se N ¢ una varieta, allora una mappa f : M —— N induce un

morfismo di risoluzioni f* da 0 — IR — /k\(N) a0 — R — /k\(M), e una mappa
fr i Hig(N) — Hig(M).

Due mappe f,g : M —— N sono dette C>*°-omotope se esiste una mappa C>* H :
M x[0,1] — N tale che H|M x {0} = f e H/M x{1} = ¢g. Duemappe f : M — N e
h : N —— M sono dette C>**—~omotopicamente equivalenti se gof e fog sono C*°—omotope
alle mappe identita. E piuttosto semplice dimostrare la seguente proposizione.

Proposizione A.4.2 Se due mappe sono C*°—-omotope, allora esse inducono la stessa
mappa fra le coomologie.

Come conseguenza, se f : M —— N ¢ un retratto di deformazione, allora le coomo-
logie di de Rham di M and N sono le stese, poiché f & C>*—omotopicamente equivalente
all’inclusione. Quindi, lo spazio totale di un fibrato affine ha la stessa coomologia dello
spazio base.

Teorema A.4.1 (Formula di Kinneth). Se M, N sono varieta, e N ha coomologia
di dimensione finita, allora

Hijp(M X N) = ®iyj=g H' (M) ar® Hjp(N)
per q € N.

Osservazione A.4.3 La formula di Kinneth permette di stabilire un risultato im-
portante sulla coomologia di un fibrato, il teorema di Leray—Hirsch [BoTu82].
]

A.5 Isomorfismo coomologia di de Rham — coomo-
logia di Cech

In questa sezione verra costruito un isomorfismo tra la coomologia di de Rham di
grado 2 e la coomologia di Cech di grado 2. Questo isomorfismo sara usato per dimostrare
i risultati di esistenza di strutture quantistiche galileiane e einsteiniane.

Prima di tutto, si noti che il corollario 'A.4.1 permette di semplificare considerevol-
mente il problema, riducendolo alla determinazione di un isomorfismo

H:ike Rham(M) - H*<u7 R) )
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ove 4 & un ricoprimento buono di M localmente finito. Pertanto, si fissi un ricoprimento
buono U = {U,};cr localmente finito di M.

Sia [Q] € H}, gpam (M), € si scelga un potenziale di 7; di 2 su ogni aperto U;. Per ogni
i,j € I taliche U;NU; # 0, la forma 7,—7; ¢ una forma chiusa su U;NU ;. Concordemente,
per ogni i, j € I tali che U; NU; # 0, si scelga una funzione f;; : U; NU; — IR tale
che

Ti —Tj = dfl] .

Per ogni 4,7,k € I tali che U; NU; NUy, # 0 ¢ evidente che d(fi; + fix — fir) = 0, e
quindi si pone

Cijk = fij + fir — fir € R,

in virtu delle proprieta del ricoprimento.
Pertanto, si puo definire una 2-cocatena

C: Cg(ﬂ) —R: (UZ, Uj, Uk) P Cijk »
che risulta chiusa, ossia, per ogni 3—catena (U;, U;, Uy, Uy) € Cs(4h)
de(U;, Uj, Uk, Uy) = cjkn — Cikn + Cijh — Cije = 0,

ove d denota l'operatore di cobordo.

Quindi, resta definito un elemento [c] € H (4, IR). Bisogna provare che tale elemento
non dipende dalle scelte fatte, ovvero il rappresentante Q di [Q] € H3, g (M), le forme
7; e le funzioni f;;.

L’elemento ¢ € C?*(4, IR) non dipende dal rappresentante scelto per [()], poiche se
(14 d7 ¢ un altro rappresentante, siha 7, +7 —17;, — 7 =T, — 7;.

La scelta di un’altra famiglia {7/ = 7; + «; };e; di potenziali di 2 definisce una stessa
classe [c] € H (4, IR). Infatti, le forme «; sono chiuse, pertanto la cocatena ¢ € C*(, IR)
definita tramite le forme {7/};c; ¢ della forma ¢’ = ¢+ db, ove b € C*(i, IR).

Inoltre, la scelta di differenti funzioni fi; = fi;j+gi;, per ognii,j € I tali che U;NU; #
0 e che dfj; = 7; — 7;, implica che le funzioni g;; sono costanti, e quindi le funzioni f;;
definiscono, secondo il precedente procedimento, una cocatena ¢’ € C?(4, IR) della forma
d =c+db, ove be C' (i R).

Pertanto, resta definito un morfismo di spazi vettoriali

I*  Hi, g (M) — H* (84, R) + [Q — [] .

Bisogna provare, ora, che tale morfismo ¢ un isomorfismo. A tal fine, sara sufficiente
esibire un morfismo 12 : H*(8, R) —— H2, pyam(M) che sia inverso del precedente. Sia
[c] € H?(M, IR); si pud considerare ¢ come una cocatena chiusa in C?(4, C°°(M)). Poiché
C>(M) ¢ un fascio fine, esiste f € C'(U, C°°(M)) tale che df = c, ove d ¢ il differenziale.
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Infatti, si puo esibire una tale f scegliendo una partizione dell'unita {U;, ¢;}iecr € ponendo
fik = ZSOiCijk .
icl

*

Il differenziale esterno d ¢ ben definito sulle cocatene C9(4, A) e commuta con 'ope-
ratore di cobordo d per ovvi motivi. Ne segue

ddf = ddf =dc =0,

1 *
poiche le funzioni locali date da ¢ sono costanti. Essendo df € C(4, A) ed essendo A fine,
1
si deduce Desistenza di 7 € C(U4, A) tale che dr = df, e in particolare si pud scegliere
iel

Si ponga ora () := dr. Risulta df2 = 0, e risulta anche che €2 ¢ una forma definita
globalmente su M, poiché, se i,j € I tali che U; NU; # 0, allora si ha Q; = dr; e
); = d7; per definizione di €2, e quindi

Qi — Qj = d(TZ — Tj) = d(dT)” = ddfw = 0 .

Quindi, resta definito un elemento [Q)] € Hge rnam(M ). Bisogna provare che tale ele-
mento non dipende dalle scelte fatte, ovvero il rappresentante ¢ di [c] € H?*(4U, R), le
funzioni f;; e le forme 7.

Scegliendo un altro rappresentante di [c|, ¢ = ¢+ db € C?*(4, IR) si ha

. _ /
fjk = E PiCijk = E PiCijk -
iel iel

Inoltre, scegliendo un diverso potenziale f' = f + dg € C'(U, C®(M)), ove g €
CO(U,C>®(M)), si definisce

7']/' = Z%df@'/j ;
icl
ma Q = dr = d7’.

1
Infine, scegliendo un diverso potenziale 7/ = 7 + o, ove 0 € C°(4, A), si ha do = 0,

ossia o ¢ una 1-forma globalmente definita. Quindi ' = d7’ = Q+do, pertanto [Q2] = [].
E stato definito, quindi, un morfismo di spazi vettoriali

I HA(U, R) — Hi, pyan(M) : [¢] — [ .

E da provare che I2 & Dinverso di I2. Ma cid ¢ banale, e pertanto obbiettivo della
sottosezione e stato raggiunto.
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A.6 Spazi di getti

In questa sezione sono date le nozioni fondamentali sugli spazi di getti. Le sorgenti
principali per i getti di varieta fibrate sono [MaMo83a] e [Sau89]. Per quanto riguarda i
getti di varieta di Lorentz, si veda [JaMo95] e [MoVi94].

Partendo da una varieta X, si puo definire per mezzo della sola struttura differenzia-
bile di X un’insieme di varieta fibrate, gli spazi di getti. Tali spazi vengono definiti in
modo naturale considerando certe classi di applicazioni differenziabili sulla varieta X . In
particolare, gli spazi di getti possono essere introdotti in due modi:

1. considerando le sezioni delle varieta fibrate su X;

2. considerando le sottovarieta di dimensione fissata k£ in X, e le mappe che queste
inducono localmente su IR* [War71].

Come si vedra, ogni definizione permette di recuperare I’altra. Inoltre, entrambe queste
definizioni permettono di introdurre come caso particolare lo spazio tangente di ordine k
T, X . 1l vantaggio dell’utilizzo degli spazi di getti rispetto agli spazi tangenti ¢ evidente
nelle formulazioni della meccanica relativistica galileiana ed einsteiniana di questo lavoro.

A.6.a Spazi di getti di una varieta fibrata

Ci si limitera ad esporre il caso in cui 7 : Y —— X ¢ una varieta fibrata, con
dimX =1edimY = m + 1, poiché il caso generale di una varieta fibrata con base di
dimensione qualunque sara impiegato marginalmente in questo lavoro, e puo comunque
essere sviluppato facilmente per analogia con il caso presente.

Un sistema di coordinate su Y adattato alla fibrazione sara denotato da (z°,y*); gli
indici latini 4, j,... saranno compresi tra 1 e m e indicheranno coordinate sulla fibra,
e l'indice 0 indicherd una coordinata su X. Si denotera con (9, d;) e (d°,d'), rispetti-
vamente, le basi locali per i campi vettoriali e le 1-forme su Y indotte da una carta
adattata.

Saranno denotate con (9y) e (d*) le basi locali dei campi vettoriali e delle 1-forme
su E indotte da una carta adattata. Inoltre, d, denotera la base locale delle sezioni del
fibrato vettoriale VI E —— TE, e d* denotera la sua base duale.

L’accento ( ~) denotera restrizioni verticali. Di conseguenza, (d’) denotera la base
locale delle sezioni di V*E — E.

Si denotano i multi-indici di dimensione n mediante lettere latine sottolineate co-
me p = (p1,...,pn); identificando l'indice i con il multi-indice (p1,...,pis...,pn) =
(0,...,1,...,0), si pud scrivere p+1i = (p1,...,p; + 1,...,p,). Il caso che verra preso
in considerazione ¢ il cason = 1, quindisihap € N, |p|=p, p+1= (p+ 1); tuttavia
& comodo mantenere la notazione di multi-indice come modo per distinguere gli indici dai
multi-indici. Se f : X —— IR, si pone 0,f := 0y...0yf, ove la derivazione J, ¢ ripetuta
p volte. Si noti che, se p =0, allora 0, f = f.
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Definizione A.6.1 Siano s,s’ : X —— Y due sezioni (locali) di Y definite in un
intorno di x € X. Si dice che s ¢ r—equivalente a s’ in x rispetto ad una carta adattata

(2%, ") se
agsi|z:6]_)s'i|x, 0<p<r. O

Si dimostra (per induzione su r) che la precedente relazione non dipende dalla carta
scelta, e che pertanto induce una relazione d’equivalenza nell’insieme delle sezioni locali
definite intorno ad x. Posto J,,Y l'insieme quoziente di tale relazione d’equivalenza, si
definisce spazio dei getti di ordine r della fibrazione m :' Y —— X l'insieme

LY = | | JoY

rzeX

(si noti che JoY =Y).
L’insieme J,Y ha una struttura naturale di varieta differenziabile data dalle carte
(°,y;), ove

y;: JY — R :[s], — 81_)5

per 0 < p < r; in particolare, si ha yj = y’. Per r = 1,2,3, gli indici saranno scritti
esplicitamente, secondo la regola y§ = y', yi = Yo, Y4 = Yoos Y3 = Yooo-

Sia 0 < s < r; si hanno le proiezioni naturali
m Y — JY | . Y — X |

che rendono 77 : J, Y —— J,Y un fibrato e 7" : J,Y —— X uno spazio fibrato. Se
m:Y —— X ¢ un fibrato, allora #" : J,Y —— X & un fibrato.

Osservazione A.6.1 La definizione di spazio di getti di ordine r di una fibrazione
permette di recuperare la definizione di spazio tangente ad una varieta. Infatti, si dimostra
facilmente che lo spazio dei getti di ordine r di ogni fibrazione banale del tipo di pro; :
M x N —— M, ove M e N sono due varieta, ¢ naturalmente isomorfo ad un fibrato
prodotto: J1(M x N) ~ M x J. Pertanto, data una varieta M, considerando il fibrato
banale pro; : IR x M —— IR, si puo definire lo spazio tangente T,.M di ordine r ad
M come la fibra del fibrato banale (pro;)” : IR x T, M —— IR. Si puo vedere che tale
definizione coincide con quella standard [War71].

Si osservi che la definizione di getto di una fibrazione e data sfruttando solamente la
struttura differenziabile delle varieta. Anche lo spazio tangente ad una varieta puo essere
definito mediante la sola struttura differenziabile, e si puo vedere che ciascuna delle due
definizioni permette di recuperare ’altra. O

Se 0 <t < s <r, allora il pull-back di fibrati fornisce le inclusioni naturali

LY xT*X CJY xT'LY CJ.Y x T"JY CT"JY .
X J1Y JsY
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Se s : X —— Y e una sezione, allora s puo essere prolungata in modo naturale alla
sezione j,.s : X —— J,Y | caratterizzata dall’espressione in coordinate y;o Jrs = 0,s" per
0<p<r.

Sia f: Y —— Z un morfismo di Y al di sopra di X. Allora esiste un unico morfismo
fibrato J,.f : J, Y —— J.Z su f tale che il seguente diagramma commuti per ogni sezione

sdiY
LY Il - J.Z
X

E facile provare che il seguente diagramma commuta

LY -z

LY “». gz

Dunque, Ji ¢ un funtore covariante dalla categoria delle varieta fibrate alla categoria dei
fibrati.

Seu:Y —— TY & un campo vettoriale tale che u & un morfismo di fibrati su un
campo vettoriale 4 : X —— T X (cioé un campo vettoriale proiettabile), allora u puo
essere prolungato al campo vettoriale u, : J,Y —— T'J,Y il cui flusso ¢ il prolungamento
di ordine r del flusso di u (si veda [MaMo83al, [Sau89]).

Se 1 < r, esiste un unico morfismo di fibrati [MaMo83al

L LY X T'X —TJ, Y, 0<p<r—1,
Jr_ 1Y -

tale che il seguente diagramma commuti per ogni sezione s di Y

LY x TX A TJ. Y
Jr_ 1Y
(J'k /j:—lS
TX

ove (j,5)! indica un ovvio pull-back. Il morfismo a, ¢ un morfismo lineare iniettivo su

7, _, proiettabile su idpx e un morfismo iniettivo su J,_1Y x TX. Pertanto, per il
Jr—2Y

teorema del rango, si dimostra facilmente per induzione su r che 7] _, : ;Y — J,_1Y
e un sottofibrato affine del fibrato J;J,_1Y —— J,._1Y, il cui fibrato vettoriale associato
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e
2TX @ VY — J, Y .
JY Y
Osservazione A.6.2 Sinoti che se Y —— X ¢ un fibrato affine (vettoriale), allora
7" J,Y —— X ha una struttura naturale di fibrato affine (vettoriale). O
Inoltre, si ha il morfismo suriettivo complementare
9. : .Y x TJ._1Y —VJ._1Y 0<p<r—1.
Jr_1Y -
Si noti che
J—Ir—lﬂrzﬁrJﬂr:O ( )
(ﬁr)2 = ﬁr (ﬂr)2 = Oy A 3)

Si consideri il morfismo duale

LY x VLY — LY x T°J,Y .
JT71Y JT,1Y

Si ha il sottofibrato vettoriale

imd* C JY x T°J_Y CT'JY , (A4)

Jr1Y
e, per 0 <t < s <r, leinclusioni fibrate

JY x imd; C J,Y x imd; Cimd; . (A.5)
JiY JsY

Dunque, g, e 9, danno luogo ad una decomposizione su J,Y della successione esatta
corta

0—VJ Y —TJ, )Y — = J, Y xTX — 0 (A.6)
X

e cioe [MaMo83a] ad una successione esatta corta
0— J Y XTX 2+ TJ_ Y 2+ VJ_ Y —0 (A7)
x

in cui le mappe m, e 1, sono inverse, rispettivamente, delle mappe
TJ._1Y — J, 1Y xTX eVJ._1Y — TJ,._1Y. Pertanto si ha la decomposizione
b's

LY x T*Jr_lY:(JTY x T*X)@imﬁ:. (A.8)
J’,«71Y JT71Y
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Si hanno le espressioni in coordinate

m = d'@m = d"® (0 + Yy, 97)

b, = B @K = (d) -y, d) 2
ove (97) denota i campi vettoriali locali tangenti a (y) e (d?) denota la base duale di (8;3)
Si introduce la seguente notazione per trattare le derivate ripetute di funzioni rispetto ai

campi vettoriali 1o, Jy11¢, . .. in un aperto coordinato. Se U C Y ¢ un aperto coordinato
e g: (m)"'U — IR, allora si pone

Jgg = ﬂr+|2|0 <o Hrt1g -

0
Vale la seguente regola di Leibnitz (see [Sau89]); se h € (Ar> , allora
U

To(gh) = i <|§|) Jig Ty ih

1=0

Se Z —— X & una varieta fibrata f : Y —— Z e un morfismo di varieta fibrate su
X si ha I'espressione, rispetto alle coordinate (x°,27) su Z

ZIJZOJTf:JBf] 0<p<r.
Siau: Y —— VY un campo vettoriale verticale con espressione in coordinate u = 0.

Allora, I'espressione in coordinate del prolungamento u, : J, Y — V J.Y ¢ u, = Jguiaf-i.

E interessante studiare i getti ripetuti della fibrazione 7.

Proposizione A.6.1 Siano r,s € N. Allora, esiste un unico morfismo di fibrati i, s :
JrysY —— J.JY su J,Y tale che, per ogni sezione (locale) s : X —— Y si ha

g Y J.JY
]k /S
LY

inoltre, i, s € un morfismo iniettivo.

In coordinate, se (2, 3", yé; yz, yz,;g) sono coordinate adattate su J.J,Y (con1 <p<se
1<qg<r),siha

(.TO, yia y;_)a yéa y;;g)oir,s = (xoa yia y;_)a yéa y;+g) .
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A.6.b Spazi di getti di sottovarieta

In questa sottosezione sara esposta la teoria dei getti di ordine r di sottovarieta di
dimensione 1 di una varieta M di dimensione m > 1. Tale teoria si generalizza facilmente
al caso di sottovarieta di dimensione n di M, con n < m. L’esposizione di questa teoria
¢ presa da [MoVi94].

Definizione A.6.2 Siano si, sy due sottovarieta passanti per x € M. Allora, si dice
che s1 € r—equivalente a so in x se s; e sy hanno in x un contatto di ordine r. O

Si noti che la definizione di contatto di ordine £ fra due sottovarieta puo essere formu-
lata tramite le carte; essa e, pertanto, una nozione che dipende solamente dalla struttura
differenziabile. Tuttavia, per alcuni scopi, ¢ possibile dare una definizione equivalente
tramite gli spazi tangenti di ordine r. Si veda anche 1’osservazione

La precedente definizione induce una relazione d’equivalenza nell’insieme delle sot-
tovarieta di dimensione 1 di M passanti per . Posto J,.(M, 1) I'insieme quoziente di
tale relazione d’equivalenza, si definisce spazio dei getti di ordine r delle sottovarieta di
dimensione 1 di M 1'insieme

JT(M,l) = |_| Jra:(Mal)

zeM

(si noti che JoJ,.(M,1) = M).
Una carta su M ¢ detta divisa se 'insieme delle sue funzioni coordinate ¢ diviso in
due sottoinsiemi di 1 e m — 1 elementi. Una carta divisa sara denotata da

(2%, 2%), 1<i<m-—1.

Una carta divisa ed una sottovarieta di dimensione 1 s C M sono dette correlate se
la sottovarieta s puo essere espressa localmente da formule del tipo

o= s

cioe, pilt precisamente, x'|s = s' o 2|s, con s' : R — IR.
L’insieme J,.(M, 1) & munito di una struttura di varieta differenziabile dalla famiglia
delle carte

(a°, )

indotte su J.(M, 1) da ogni carta divisa (2°, 2°) nel modo seguente

z): Jpo(M,1) — R : [s], — Oy’
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per 0 < p < r; in particolare, si ha z{ = 2°. Per r = 0,1,2,3, gli indici saranno scritti
esplicitamente, secondo la regola xy = x', x] = xq, x5 = x4, T3 = Ty

Sia 0 < s < r; si hanno le proiezioni naturali
o J,(M,1) — Jy(M,1) , 7 J(M,1) — M .
Tali proiezioni sono varieta fibrate. Nel caso r = 1 si ha un isomorfismo naturale
Ji(M,1) — Gy (TM,1) : g —— Ly

ove Ly C T, M ¢ lo spazio tangente in ¢ ad una sottovarieta nella classe di equivalenza ¢.
Questo rende 7' : J1(M,1) — M un fibrato la cui fibra-tipo ¢ la varieta di Grassmann
dei sottospazi di dimensione 1 di uno spazio vettoriale di dimensione m. Se ¢ € J;(M, 1),
allora il sottospazio Ly C TyM ¢ generato nel modo seguente

L¢> = (80 + 808i81‘> .

Data una varieta di dimensione 1 s C M e k € N, si ha la mappa
Jrs s — Jp(M,1) : x —— jgs(x).

Chiaramente jis(s) C Jx(M, 1) & una sottovarieta fibrata con fibre di dimensione 1. Si ha
I’espressione in coordinate

P i
1‘20]18—828.

Ora, ¢ possibile introdurre ’analogo della mappa x,, precedentemente definita per i
getti di fibrazioni, in questo contesto. La maggiore difficolta risiede nel fatto che, nel caso
dei getti di sottovarieta, non e possibile fornire ’analogo della successione esatta corta
(A.6). Tuttavia, ¢ possibile fornire 1'analogo della successione esatta corta (A.7)).

Si definisce, per r > 1, il seguente sottofibrato

K, (M,1) := {(gb, o)eJ.(M,1) x TJ.(M,1)|oe L¢} :
Jrfl(le)

In una carta (z°,y,) intorno a ¢ € J(M,1), se (¢,0) € K,(M,1), allora si ha 0 =
o(9y + yi,,07), con 0 < p < r — 1. Pertanto, si definiscono le carte fibrate (z°,y}; 2°) su
K,(M,1) ponendo -

(¢, 0) = 0o .
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Si ha l'inclusione fibrata naturale

mo Ko (M,1) —— J(M,1) x TJ,(M,1),
Jr—1(M,1)

che ha espressione in coordinate
Oy = ZO®(80 + y;-q-laig) )

con)<p<r-—1L
Inoltre, si introduce il fibrato vettoriale quoziente

WT(M, 1) = |_| Tﬂr((b)M/Lphi .
oeJ,(M,1)

Data una carta (z°,y}) intorno a ¢ € J,(M, 1), si definiscono le carte fibrate (z°,y?; 2')
su W,(M, 1) ponendo -

5(0.[0) = 7} = P Opuas’

Si ha il morfismo fibrato suriettivo naturale su J,(M, 1)

O J. (M, 1) ?< )TJT(M,l) —— W,.(M,1): (¢,0) — [o] ,
Jr—1(M,1

che ha espressione in coordinate
i i P
7'97' = (dg_) - yg-ﬁ-ldo)@gl_ ’

ove ((7) & a base corrispondente alle coordinate (2).

Pertanto, si ha la successione esatta corta

0 — K.(M,1) 2~ J.(M,1) i )TJT(M, 1) e W, (M,1) — 0 (A.9)
Jr—1(M,1

la quale, a differenza di (A.7), non possiede una decomposizione naturale del tipo di .

Anche per i getti di sottovarieta e possibile introdurre le nozioni di prolungamento di
diffeomorfismi e di campi, e studiare i getti ripetuti; queste nozioni, tuttavia, non sono
utilizzate in questo lavoro.

A.7 Connessioni

Molte costruzioni geometriche in questo lavoro sono basate sulla teoria delle connessio-
ni. Alcuni fra i testi fondamentali per la teoria delle connessioni sono [KoNo63], [GHV72].
Qui saranno esposti gli aspetti non standard di un approccio nel contesto degli spazi di
getti, sviluppato in [MaMo83al, e successivamente in [Sau89].
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A.7.a Parentesi di Frolicher—Nijenhuis

In questa sottosezione sara introdotta una struttura di algebra gradata su una classe
di fasci di forme a valori vettoriali [FrNi56], [MaMo83al, [JaMo093a]. Questa struttura
permette di recuperare molte delle operazioni che si effettuano tramite una connessione
(curvatura, torsione, differenziale covariante, ecc..).

k
Sia M una varieta, e siano A il fascio delle k—forme su M, e 7 il fascio di campi

k
vettoriali su M. Il fascio A® 7T, ove il prodotto tensoriale ¢ fatto rispetto all’anello
C>®(M) ¢ detto fascio delle k—forme a valori nel tangente di M.

Per ogni k, h € N esiste un unico morfismo di fasci

k h k+h
[]: ART x AQT — A ®T

definito tramite la sua azione sulle sezioni decomponibili come

[a®u, Bov] =a A BR[u,v] + a A L,f&v — (=18 A Lya®u
+ (=¥ iya A dB@u — (1), 8 A da®w .

Se (2) sono coordinate su M, e se (dy), (d*) sono le corrispondenti basi locali per i
campi e le forme, si ha la seguente espressione in coordinate:

p=¢h AN ANDYRD,, Y =9h AV AL AT RO,
[qb’ 17ZJ:| = < l;\l...Akap,ngkJrl...)\kJrh - (_]‘)kh,l?bé\)l...Ah8p¢§h+1...)\h+k

iz p khy 11t P
_k¢)\1...)\kflpaAkw)\k+1...)\k+h _'_ (_1) hrl/})q...)\hflpaAh(ﬁ)\}H,l...)\hJﬁk> ’
AM AL A AR,

Il morfismo [,]| & detto parentesi di Frélicher—Nijenhuis. 1l fascio AQ7 & dotato da [, ]
di una struttura di algebra gradata; ovvero, [,] & IR-bilineare e valgono le proprieta

(¢, 9] = —(=1)"II[, ¢]
[07 [qb, 1/}“ = Ha ¢]7¢] + (_1>‘0H¢| [¢7 [va]]

Osservazione A.7.1 Sia 7w : FF —— M una varieta fibrata. Allora, esiste una sot-
toalgebra distinta dell’algebra di Frolicher—Nijenhuis su F'. In particolare, si denoti rispet-

tivamente con A(F'), A(M), le algebre esterne su F' e M, con 7 (F') e T,(F) il fascio dei
campi vettoriali su F' e il suo sottofascio dei campi vettoriali proiettabili, cioe dei campi
u : FF —— TF che sono morfismi di fibrato su di un campo @ : M —— T'M. Si ha la
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sottoalgebra delle forme proiettabili

* *

AM)RT,(F) C A(F)QT(F) ,

ove il primo prodotto tensoriale & fatto rispetto all’anello C*(M). Questa sottoalgebra e

k .
di importanza fondamentale in teoria delle connessioni. Se ¢ € A(M)®T,(F), e se (7, y)
sono coordinate adattate in F', allora si ha ’espressione in coordinate

¢ - (qs/;\ll...)\raﬂ + gbg\l...)\rai)d)\l /\ e /\ d)\k ?

con ¢y, € C®(M)e ¢§\1...Ay- € C*(F). O

A.7.b Connessioni

D’ora in avanti, nel resto della presente sezione, si suppone che 7 : FF —— M ¢ una
varietd fibrata. Una carta su F adattata alla fibrazione sara denotata da (x?*,y%), e le
corrispondenti basi locali per i campi e le forme rispettivamente da (9, ;) e (d*,d").

Osservazione A.7.2 Si ha la seguente successione esatta corta di morfismi di fibrati
vettoriali su idg

0 VF— 1M p M —— 0,
M
ove 7 e l'inclusione. O

Lemma A.7.1 Le sequenti condiziont si equivalgono

1. esiste un morfismo di fibrato ¢ : F x TM —— TF su idf tale che
M
(TF,T’]T)OC = idprM;
M

2. esiste un morfismo di fibrato v, : TF —— V' F su idg tale che

Vco’i = idVF;

3. esiste un sottofibrato vettoriale H.F' tale che

TF=HFaVF;
F

4. esiste una sezione ¢ : F —— J1 F.
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DIMOSTRAZIONE. La corrispondenza fra ¢ : F' X TM —— TF e v, e data conside-
M

1
rando ¢ e v, come due 1-forme a valori vettoriali su F', sezioni del fascio A®7. Si ha,
infatti,

drp=c+v,.
Inoltre, v, puo essere vista come la seconda proiezione di una decomposizione TF =

HF QVF.
F

Infine, il morfismo m; permette di identificare .JJ; F' con un sottofibrato affine di 7% M ®
F

TF, costituito dalle applicazioni lineari che si proiettano su idrps. Da qui I'identificazione
dic:FxTM — TF conc: F—— J,F. QED
M

Definizione A.7.1 Si definisce connessione sulla varieta fibrata m : FF —— M uno
degli oggetti geometrici elencati nel lemma precedente. O

Si hanno le espressioni in coordinate
c=d*®(0\ + c40;)
ve = (d' — cd")®0;
(@, 9" y3)oc = (27, ¢, &)

ove (y4) sono le coordinate indotte da una carta fibrata sulla fibra di J,F' — F.

Il sottofibrato H.F' prende il nome di sottofibrato orizzontale associato alla con-
nessione c¢. Una base locale per le sezioni di H.F ¢ data da 0, + c49;. La proiezione
Tm: TF —— TM si restringe ad un isomorfismo lineare fra le fibre di H.F' e le fibre di
TM.

Ora verra introdotta la nozione di derivata covariante. Sia ¢ : F —— J; F una
connessione su F' —— M. Il morfismo fibrato

Vid: hWF ——T"M®@VF : 0, — o, — c(n(01))
M
e detto morfismo fibrato di traslazione associato a c. La sua espressione in coordinate e
Ve = (ya — c\)d*@0; .

Se s : X —— Y ¢ una sezione (locale), allora si definisce la derivata covariante di s come
la sezione

Viels :== Vcloj1s: X — T"M %IVF :
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Si ha 'espressione in coordinate

V[c]s = (Oxs' — chos)d*®(0;05) .

Sia F' —— M un fibrato affine (vettoriale), e sia ¢ una connessione su F —— M.
Allora c si dice affine (lineare) se & un morfismo di fibrato affine (vettoriale) su idys. In
coordinate, tali connessioni sono caratterizzate da ¢} = cy;y/ 4 ¢, ove ¢}, ci. € C*°(M)
(¢ = 0 nel caso lineare).

In particolare, se ¢ e ¢’ sono due connessioni lineari rispettivamente sui fibrati vettoriali
F— MeF —— M, allora:

1. esiste un’unica connessione lineare c®c’ su FQF' —— M tale che V[c®d|s®s =
(Vics)®s + s®(V[d]s') per ogni coppia di sezioni s : M — F, s : M — F';

2. esiste un’unica connessione lineare ¢* su F* —— M tale che d(a s s) = (V[c*|a) 1 s+
a1 (Vids).

In tal modo, pud essere costruita una connessione lineare sul fibrato dei tensori & F* su
M [KoNo63, MaMo83a].

Se ' —— M ¢ un fibrato di linea complesso, con una metrica hermitiana h, allora
una connessione lineare complessa hermitiana su F' —— M ¢ una connessione c tale che
Vicli =0 e V]cJh = 0. Se (2, ) denota una carta adattata complessa, e b denota la base
locale per le sezioni complesse, allora si ha 1’espressione in coordinate

c=d*® (0 +ic\n),
ove 1 denota la forma di Liouville idq.

Ora sara introdotta la nozione di connessione del secondo ordine. Questa nozione ¢
usata in questo lavoro nello studio della meccanica delle particelle, e quindi verra intro-
dotta esclusivamente per il caso di una varieta fibrata con base di dimensione 1. Sia,
dunque, Y —— X una varieta fibrata, con dim X = 1.

Definizione A.7.2 Una sezione ¢ : J;1Y —— J,Y & detta connessione del secondo
ordine sulla varieta fibrata 7 : Y —— X. O

Tenendo conto della varieta fibrata J; Y —— X, si ha il morfismo di varieta fibrate
iniettivo oy : J; 1 .F T*X ® TJ,Y. Inoltre, considerando l'inclusione fibrata i;; :
X

JY —— J1J1Y, si puo realizzare JoY come il sottofibrato affine del fibrato vettoriale
T*X ® TJ,Y che si proietta sul sottofibrato affine J1Y C T" X @ TE.
X X

Pertanto, una connessione del secondo ordine ¢ : J;Y —— JY € un particolare tipo
di connessione sulla varieta fibrata J;Y —— X in particolare, la coppia (¢, x1) risulta
essere un morfismo di fibrati, e in coordinate si ha

c=d"®(0y + ys0; + ;) .
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La sezione termina con un’esposizione della nozione di connessione universale. Siano
F —— M e C —— M due varieta fibrate.

Definizione A.7.3 Un morfismo fibrato su F'

é-C])\j[F—'JlF

¢ detto sistema di connessioni su F —— M. O

In altre parole, un sistema di connessioni su F' —— M equivale ad una famiglia di
connessioni su ' —— M parametrizzate dalle sezioni di FF —— M.

Definizione A.7.4 Una connessione

A:F'—T"C®T(F'"),
FT

sulla varieta fibrata pull-back

F'l'=CxF—F,
M

tale che la restrizione del codominio al fibrato V*C ® T'(F") ¢ nulla, & detta connessione
b all
universale su ¥ —— M. O

Si puo facilmente dimostrare che esiste una corrispondenza biunivoca tra i sistemi
di connessioni e le connessioni universali. Se (z*,y) e (2, 2%) sono coordinate adattate
rispettivamente in F' e Z, e se (0y,9;), (d*,d"), (Ox,0,) (d*,d*) sono le rispettive basi
locali per i campi e le forme, allora si ha in coordinate
¢ = @0, + §d 00,
A=d*®0) +d"®09, + N\d*®0;

ove &, Ay € O=(F"), e la corrispondenza biunivoca & data in coordinate da &§ — A3,

A.7.c Curvatura

In questa sottosezione supponiamo che ¢ : F' —— T*M ®T'F' sia una data connessione
M
su ' —— M.

k
Si definisce differenziale covariante di una forma ¢ € A®7 a valori nel tangente la
seguente forma a valori nel tangente

k+1
dod =[c,¢|: F— ANTFQTF .
F
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1 k
In particolare, essendo ¢ una 1-forma proiettabile ¢ € A(M)®Q7,(F'), se ¢ € A(M)®
T,(F) allora il differenziale covariante di ¢ € una forma proiettabile a valori verticali

k+1
d¢: F—— ANTMRVF .
F

Definizione A.7.5 La seguente 2—forma

1
Rl = 5l : F — AT*M @ VF
F

e detta curvatura di c. m
Si ha 'espressione in coordinate
Rlc] = (0xc), + A0;¢l)d* A d"®0; .

Dalla caratterizzazione di [,] mediante I’azione sulle forme decomponibili si ha I'iden-
tita

2R[](X,Y) = [e(X), e(Y)] = ¢([X, Y])

per ogni X, Y : M —— TM. Quindi, la curvatura misura il grado di non involutivita
della distribuzione orizzontale H F'.
Si ha 'identita di Bianchi generalizzata

d:¢ = [Rlc], ]

che ¢ valida per ogni ¢ € A(F)®7T (F). Se ¢ € A(M)®T,(F), allora dall’espressione in
coordinate si deduce

diqf) = _chgb
e per ¢ = c si ha
d.Rlc] =0,

come si puo facilmente vedere usando le proprieta algebriche di [,].

Sia 0 : F ——T*M ® TF. Allora, la torsione di ¢ rispetto o & definita come la
M

2-forma

2
Tl :=do: F — AT*M @ VF .
M
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L’identita di Bianchi fornisce d.T|c] = [R]c], o].

Infine, si analizza la curvatura di alcuni particolari tipi di connessione.
Sia FF —— M un fibrato vettoriale con una connessione lineare c. Allora, la curvatura
di ¢ e la 2—forma

2
Rle]: M — ANT"M @QFQF™ .
M

Se l'espressione in coordinate di ¢ rispetto ad una carta adattata lineare (z*,y%) ¢ ¢ =
d*@ (0 + c/\ijyjﬁi), allora si ha

R[] = (8Aclfj + ijcljk)d’\ Nd'Re;®el

ove (e;) ¢ la base locale per le sezioni di F —— M corrispondente alle coordinate y°, e
(€') ¢ la sua base duale.

Sia F' —— M un fibrato di linea complesso hermitiano con una connessione lineare
complessa hermitiana c. Allora, ricordando l’espressione in coordinate di ¢ data nella
precedente sottosezione, si ha

2
Rle]: M — ANT"M QQFQF" |
M
e si ha l'espressione in coordinate
Rlc] = i0xc,d* A d'@u .

Siano F ——~ M e C —— M due varietd fibrate, e sia A : F! —— T*C @ TF'
F'

una connessione universale su F' —— M (la cui espressione in coordinate ¢ stata data
in precedenza). Allora la curvatura di A ¢ la 2—forma

2
RIA:F' — ANT*"C @ VF,
F
di espressione in coordinate
RIA] = ((O\AL + ALO;AL)AY A d¥ + 9,ALd® A d*); .
Tale curvatura e caratterizzata dal fatto che la curvatura di ogni connessione ¢ del sistema
di connessioni associato a A si ottiene con il pull-back mediante ¢ di A.
A.8 Principi variazionali

In questa sezione e data una formulazione geomettrica per il calcolo delle variazio-
ni nella meccanica lagrangiana ([GoSt73], [Kru73], [Tul75], [Gar74], [FeFr82], [GaMu&2],
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[Fer83], [Kol83], [MaMo83b], [Cos94]). Lo scopo ¢ di giustificare la scelta della sottosuc-
cessione di contatto nel bicomplesso lagrangiano nel capitolo [1.

1

Si supponga che sia data una sezione L € H,, che sara detta Lagrangiana. Allora,
I'azione della lagrangiana L su una sezione s : I —— Y (I & un aperto di X a chiusura
compatta) € definita come il numero reale

e

Un campo vettoriale verticale u : Y —— VY definito su ¢ !(I) e che si annulla su
7 H(0I) & detto campo di variazione.

Una sezione s : I —— Y ¢ detta sezione critica se, per ogni campo di variazione con
flusso ¢, si ha

5 / (spodes) L =0,
I

ove 0 ¢ la derivata variazionale rispetto al parametro p, e J,¢, : J,Y —— J,Y ¢l primo
prolungamento del morfismo ¢,,.
Si puo dimostrare che la condizione precedente equivale a

/(jrs)*LuTL =0
I

per ogni campo di variazione u,ove u, : J, Y —— V J.Y e il prolungamento di ordine r
di u e L, e la derivata di Lie.

Usando la decomposizione della proposizione 1.3.4 insieme a L,, L = i, dL e il teorema
di Stokes si vede che 'equazione precedente ¢ equivalente all’equazione

/I(ij)*(uJEdL) -0

per ogni campo di variazione w. Infine, per il lemma fondamentale del calcolo delle
variazioni la condizione precedente e equivalente a

(jors) Ear, =0,
o, che ¢ lo stesso, Fyr,0j9,.5 = 0.

1
Osservazione A.8.1 L’insieme delle forme o € A, tali che (j,s)*a = 0 per ogni

1
sezione s : X —— Y coincide con il fascio C,. Questa e la ragione della scelta del fascio
1

O, come primo fascio della sottosuccessione di contatto.

2
Per quanto riguarda il fascio ©,., si vede che questo coincide con il fascio delle forme
che non danno contributo all’'ultima equazione integrale.
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Analogamente, si puo definire la variazione seconda di un operatore di tipo Eulero—

_ 3
Lagrange [Tak79]; il fascio ©, ¢ precisamente il fascio delle forme che non danno contributo
a tale variazione seconda. O

1

Osservazione A.8.2 Data a € Aj, si puo estendere la definizione di azione ad
una lagrangiana del primo ordine generalizzata «: tale azione & data su una sezione
s: I —Y come [;(j,s)*«. Per mezzo di un pull-back su J,Y’, si ottiene I'azione equi-

1
valente [;(jrs)*h(c), esendo [;(jrs)*v(a) = 0, e si ha h(a) € V1. Questo spiega come la
successione lagrangiana del primo ordine generalizza il calcolo delle variazioni del primo
ordine. O

A.9 Varieta riemanniane a simmetria sferica

In questa appendice verra data una definizione di varieta riemanniane a simmetria
sferica, sviluppata in [Vit95a], insieme ad alcune conseguenze interessanti. Le fonti sono
[KoNo63, GHL90, Kli82]; in particolare, [Kl1i82] & stato usato per risultati sulle geodetiche,
and [KoNo63] per quanto concerne i gruppi di isometria.

Prima di tutto, ¢ dato un riassunto dei preliminari matematici standard.

Sia (M, g) una varieta riemanniana. Si ricordi che il gruppo Z(M) delle isometrie
di M ¢ un gruppo di Lie che agisce effettivamente su M a sinistra [KoNo63, p. 239]. 11
sottogruppo di isotropia I\/(M ) in p € M ¢ un sottogruppo di Lie compatto di Z(M)

[KoNo63, p. 49].

E importante notare che, dato p € M, ¢’¢ un p € IR" tale che il gruppo ortogonale
O(g,) agisce liberamente (ma non necessariamente isometricamente) sulle sfere geodetiche
di M centrate in p di raggio r < p (intorno fortemente convesso, [K1i82]). Cio e dovuto
al fatto che esiste un p € IR™ tale che la mappa esponenziale exp, : T, M —— M induce
un diffeomorfismo fra le bocce in T, M centrate in 0 di raggio r < p e le sfere geodetiche
in M centrate in p di raggio r < p, ma questo diffeomorfismo non si estende, in generale,
a M.

Siccome l'interesse e di dare una definizione globale di simmetria sferica, e siccome
I'idea intuitiva di simmetria sferica e rappresentata usualmente richiedendo I'esistenza di
una azione libera del gruppo SO(3) su di una varieta, & naturale impiegare, a tal fine,
I’azione locale indotta dalla mappa esponenziale.

Definizione A.9.1 La varieta riemanniana M ¢ detta sfericamente simmetrica ri-
spetto a p € M se I'azione locale di O(g,) su M tramite la mappa exp,, ¢ globalmente
estendibile ad una azione mediante isometrie. O

In altre parole, M e sfericamente simmetrica rispetto a p se e solo se exp fornisce un
isomorfismo di gruppi O(g,) — I\/(M ).



158 Appendice

Si ricordi che M e detta completa se ogni geodetica ammette una parametrizzazione
su IR. Come conseguenza immediata della precedente definizione, se M e sfericamente
simmetrica in p € M, allora M ¢ completa.

Dunque, se M e completa, allora exp e definito su T"M . Tuttavia, in generale, exp non
¢ iniettiva, in particolare nelle varieta compatte, dove I'esistenza di gruppi di omotopia
non banali fornisce un’ostruzione topologica in tal senso [K1i82]. Si puo vedere [K1i82] che
I'esistenza di punti critici di exp e strettamente correlata al problema della non unicita
delle geodetiche minimizzanti, ovvero delle geodetiche che minimizzano il funzionale di
distanza.

E possibile fornire un insieme aperto massimale U, C T, M per ciascun p € M che
sia stellato rispetto 0, e in cui exp,, sia un diffeomorfismo con una sottovarieta aperta in
M [KIi82], [GHLI0]. In tal caso, I'unica geodetica che connette p con ¢ € exp,(U,) ¢ una
geodetica minimizzante. L’insieme C(p) := exp,(0U,) ¢ detto luogo del taglio di p € M.
Il teorema di Sard implica che C(p) ha misura nulla, ma la struttura geometrica di C(p)
€ poco conosciuta in generale, specialmente nel caso in cui M e non compatta. Tuttavia,
¢ facile provare che M ¢ I'unione disgiunta di exp,(U,) e C(p) [GHL90, p. 101].

Nel caso non compatto vale la seguente proprieta [GHLI0, p. 91]: per ogni p € M
esiste una geodetica ¢ : [0, +00) —— M uscente da p che minimizza le distanze tra p e
tutti i punti di c. Una tale geodetica e detta raggio.

Proposizione A.9.1 Sia M sfericamente simmetrica rispetto a p € M. Sia M non
compatta. Alora C(p) = 0.

DIMOSTRAZIONE. Sia ¢ : [0, +00) — M un raggio.
Ogni isometria porta c in un altro raggio; inoltre, l'ipotesi di simmetria sferica implica
che c¢’¢ una corrispondenza biettiva fra le direzioni in 7,,M e i raggi. QED

Corollario A.9.1 Nelle ipotesi della proposizione precedente, exp,, € un diffeomorfi-
smo.

Cosi, una varieta riemanniana sfericamente simmetrica rispetto ad un suo punto e
diffeomorfa a IR™, ma non necessariamente isometrica a IR". Tuttavia, vale il seguente
risultato fondamentale.

Teorema A.9.1 Sia M sfericamente simmetrica rispetto a p € M, e sia M piatta.
Allora, exp,, ¢ una isometria.

DIMOSTRAZIONE. Infatti, ogni varieta compatta che ammette un’azione di SO(3) per
la quale almeno un’orbita ¢ una sfera ha un rivestimento finito diffeomorfo a S® o S% x S*.
Quindi, il suo rivestimento universale non ¢ diffeomorfo a IR3. D’altra parte, ogni fibra di
FE ¢ una varieta riemanniana piatta, e quindi il suo rivestimento universale e diffeomorfo
a IR® [KoNo63]. Pertanto, le fibre di E non possono essere compatte.

Per il precedente corollario, M ¢ diffeomorfa a 7, M, quindi [GHL90, p.135] esiste
un’isometria ¢ : M —— IR™. La mappa esponenziale commuta con le isometrie [KoNo63,
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p.161], quindi si ha il diagramma

exp,,

M ——
Tpe L
ToR" =20 [R™

in cui exp, coincide con l'identita, che ¢ un’isometria. Cosi, exp, ¢ un’isometria. QED

Si noti che, nelle ipotesi del teorema precedente, M ¢ sfericamente simmetrica rispetto
a tutti i suoi punti.
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